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eʯȳʚƨɼ bʯƉǫʌ óƨʚ ÿǫƨɄɼ˦ óƨȭǶȳŗɼ
ÿǫƨ ,Ƕʚ˦ ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ ¥ƨ˝ ĸɄɼȕ �eé,

�ŗȳʯŗɼ˦ ࣗ࢕ࡹ ࡽࡽࡱࡽ



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯ńbࣱ

�ƨʚ κ > ࡹ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ � ʌƨʚ ŗ Ƕʌ <κࣽŻȑʠɮɮǮȑ˖ ȹɮƐǮȩŗȑ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣࣗ Ʉɼ
<κࣽ¶6ࣗ ǶǑ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ �ʌ ʯʌʯŗțࣗ y
˝Ƕțț ŗțʌɄ ˝ɼǶʚƨ <κࣽ¶6 ǑɄɼ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ŗțț ʌƨʚʌ ʚǫŗʚ ŗɼƨ <κࣽ¶6ࣖ

ÿǫƨ ʌƨʚ ŗ Ƕʌ ǣƣɮƣƐǮʋŗɮǮȑ˖ <κࣽŻȑʠɮɮǮȑ˖ ȹɮƐǮȩŗȑ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣࣗ ƕƨȳɄʚƨƕ
<κࣽp¶6ࣗ Ƕ˽ ÿ,({ŗ}) ⊆ <κࣽ¶6ࣖ óɄ ŗ ∈ <κࣽp¶6 Ƕ˽ ŗ Ƕʌ <κࣽ¶6 ŗȳƕ
ŗ ⊆ <κࣽp¶6ࣖ �ǖŗǶȳࣗ y ˝ɼǶʚƨ <κࣽp¶6 ǑɄɼ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ŗțț <κࣽp¶6
ʌƨʚʌࣖ

óɄ ŗȳ ɄſȍƨƉʚ Ƕʌ <κࣽŻȑʠɮɮǮȑ˖ ȹɮƐǮȩŗȑ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ Ʉȳƨ ɄǑ Ǒƨ˝ƨɼ ʚǫŗȳ
κ ɄſȍƨƉʚʌ ǫŗ˙Ƕȳǖ ŗ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ʯʌǶȳǖ ɄɼƕǶȳŗț ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌࣖ

ࡽ



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯ńbࣱ

�ƨʚ κ > ࡹ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ � ʌƨʚ ŗ Ƕʌ <κࣽŻȑʠɮɮǮȑ˖ ȹɮƐǮȩŗȑ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣࣗ Ʉɼ
<κࣽ¶6ࣗ ǶǑ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ �ʌ ʯʌʯŗțࣗ y
˝Ƕțț ŗțʌɄ ˝ɼǶʚƨ <κࣽ¶6 ǑɄɼ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ŗțț ʌƨʚʌ ʚǫŗʚ ŗɼƨ <κࣽ¶6ࣖ

ÿǫƨ ʌƨʚ ŗ Ƕʌ ǣƣɮƣƐǮʋŗɮǮȑ˖ <κࣽŻȑʠɮɮǮȑ˖ ȹɮƐǮȩŗȑ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣࣗ ƕƨȳɄʚƨƕ
<κࣽp¶6ࣗ Ƕ˽ ÿ,({ŗ}) ⊆ <κࣽ¶6ࣖ óɄ ŗ ∈ <κࣽp¶6 Ƕ˽ ŗ Ƕʌ <κࣽ¶6 ŗȳƕ
ŗ ⊆ <κࣽp¶6ࣖ �ǖŗǶȳࣗ y ˝ɼǶʚƨ <κࣽp¶6 ǑɄɼ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ŗțț <κࣽp¶6
ʌƨʚʌࣖ

óɄ ŗȳ ɄſȍƨƉʚ Ƕʌ <κࣽŻȑʠɮɮǮȑ˖ ȹɮƐǮȩŗȑ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ Ʉȳƨ ɄǑ Ǒƨ˝ƨɼ ʚǫŗȳ
κ ɄſȍƨƉʚʌ ǫŗ˙Ƕȳǖ ŗ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ʯʌǶȳǖ ɄɼƕǶȳŗț ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌࣖ

ࡽ



pǶʌʚɄɼ˦

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ࡽ Ƕʌ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ ɄɼƕǶȳŗț ƕƨ̇ȳŗſǶțǶʚ˦ ࣯eɒƕƨțࣗ
¡˦ǫǶțțࣽóƉɄʚʚࣱࣖ

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ω Ƕʌ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ ɄɼƕǶȳŗț ŗțǖƨſɼŗǶƉǶʚ˦ ࣯pŗȭȕǶȳʌࣗ �ƨŗǫ˦ࣱࣖ

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ωࡹ ˝ŗʌ ɼƨƉƨȳʚț˦ ɱɼɄɱɄʌƨƕ ŗȳƕ ƉɄǶȳƨƕ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ
एȳɄȳʚ˦ɱǶƉŗțǶʚ˦ऐ ࣯ÿ˲Ʉʯ˙ŗɼŗʌࣱࣖ

ࢁ



pǶʌʚɄɼ˦

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ࡽ Ƕʌ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ ɄɼƕǶȳŗț ƕƨ̇ȳŗſǶțǶʚ˦ ࣯eɒƕƨțࣗ
¡˦ǫǶțțࣽóƉɄʚʚࣱࣖ

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ω Ƕʌ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ ɄɼƕǶȳŗț ŗțǖƨſɼŗǶƉǶʚ˦ ࣯pŗȭȕǶȳʌࣗ �ƨŗǫ˦ࣱࣖ

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ωࡹ ˝ŗʌ ɼƨƉƨȳʚț˦ ɱɼɄɱɄʌƨƕ ŗȳƕ ƉɄǶȳƨƕ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ
एȳɄȳʚ˦ɱǶƉŗțǶʚ˦ऐ ࣯ÿ˲Ʉʯ˙ŗɼŗʌࣱࣖ

ࢁ



pǶʌʚɄɼ˦

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ࡽ Ƕʌ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ ɄɼƕǶȳŗț ƕƨ̇ȳŗſǶțǶʚ˦ ࣯eɒƕƨțࣗ
¡˦ǫǶțțࣽóƉɄʚʚࣱࣖ

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ω Ƕʌ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ ɄɼƕǶȳŗț ŗțǖƨſɼŗǶƉǶʚ˦ ࣯pŗȭȕǶȳʌࣗ �ƨŗǫ˦ࣱࣖ

ÿǫƨ Ɖŗʌƨ κ = ωࡹ ˝ŗʌ ɼƨƉƨȳʚț˦ ɱɼɄɱɄʌƨƕ ŗȳƕ ƉɄǶȳƨƕ ࣯ǫƨɼƨƕǶʚŗɼ˦ࣱ
एȳɄȳʚ˦ɱǶƉŗțǶʚ˦ऐ ࣯ÿ˲Ʉʯ˙ŗɼŗʌࣱࣖ

ࢁ



ńb࣯,ࣱ ɼƨʌʯțʚʌ

ࢅ



$ŗʌǶƉʌ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ ࡽ ≤ κ < λ Żƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑɾࣖ

ࣖࡹ ¶6 ⊆ <κࣽ¶6 ⊆ <λࣽ¶6ࣖ
ࣖࡽ <κࣽp¶6 Ǯɾ ʋɮŗȩɾǮʋǮˉƣࣗ ŗȩƐ p¶6 ⊆ <κࣽp¶6 ⊆ <λࣽp¶6ࣖ
ࣖࢁ ¶6 ∩ lκ ⊆ <κࣽp¶6ࣖ
ࣖࢅ āȩƐƣɮ �,ࣗ lκ ⊆ p¶6ࣖࣽ+(κ>ࡽ)>

ࣖࢉ çȹ ʠȩƐƣɮ �,ࣗ o Ǯɾ ʋǣƣ ǮȩƅɮƣŗɾǮȩǐ ʠȩǮȹȩ
⋃

κ∈*�`/ <κࣽp¶6ࣖ

ࢉ



ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯pŗȭȕǶȳʌࣽ�ƨŗǫ˦ࣱ

<ωࣽp¶6 = p¶� = p¶6ࣖ

ࢍ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ ࣯ńbࣱ

�ƣʋ κ ≥ ࡽ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗȩ Ǯȩȩƣɮ ȣȹƐƣȑࣖ

࢑



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ κ ≥ ωࣖ yʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ <κࣽp¶6 ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳࣘ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʠ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ˉ ∈ <κࣽp¶6
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʠ ⊆ ˉ ŗȳƕ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣖ

óɄ țƨʚ ʠ ⊆ <κࣽp¶6 ſƨ ǖǶ˙ƨȳࣖ �ƨʚ ʠ ⊆ Ğαࣗ ŗȳƕ ʌƨʚ ˉ = Ğα ∩<κࣽp¶6ࣖ
,țƨŗɼț ࣗ˦ ˉ Ƕʌ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨࣗ ¶6 ŗȳƕ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ <κࣽp¶6ࣗ ʌɄ
ˉ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ ʠ ⊆ ˉࣖ ÿɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣗ țƨʚ
ϕ(˕,%̟) ſƨ ŗ ǑɄɼȭʯțŗࣗ ŗȳƕ țƨʚ %ŗ = ŗࡱ, . . . , ŗȩ−ࡹ ∈ ˉࣖ İƨ ǫŗ˙ƨ ʚɄ ʌǫɄ˝
ʚǫŗʚ ˢ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%ŗ)} ∈ <κࣽp¶6ࣖ óǶȳƉƨ
ˢ ⊆ ˉ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ ˢ Ƕʌ <κࣽ¶6ࣖ bɄɼ ƨŗƉǫ Ǯ < ȩࣗ
țƨʚ �Ǯ ſƨ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ ƉɄȳʚŗǶȳǶȳǖ ŗǮ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ �Ǯ < κࣖ óǶȳƉƨ ŗǮ ∈ ˉࣗ ˝ƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨŗƉǫ Ż ∈ �Ǯ Ƕʌ Ƕȳ ˉࣗ ſ˦ ŗƕƕǶȳǖ ʚǫǶʌ ɼƨɸʯǶɼƨȭƨȳʚ ʚɄ
ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �Ǯ ǶǑ ȳƨƉƨʌʌŗɼ ࣗ˦ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ ƕɄȳƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
Ǯ < ȩࣖ ÿǫƨȳ ˢ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ ʌƨʚ

# = {ˍ | ∃Żࡱ ∈ ࡱ� . . . ∃Żȩ−ࡹ ∈ �ȩ−ࡹ ˍ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%Ż)}},

# Ƕʌ ¶6ࣗ ŗʌ ,ࡱ� . . . , �ȩ−ࡹ ŗȳƕ ˉ ŗɼƨࣗ ŗȳƕ Ʉſ˙ǶɄʯʌț ࣗ˦
# ≤ ࡱ� · . . . · �ȩ−ࡹ < κࣗ ŗʌ κ Ƕʌ ŗȳ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ

࢕



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ κ ≥ ωࣖ yʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ <κࣽp¶6 ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳࣘ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʠ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ˉ ∈ <κࣽp¶6
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʠ ⊆ ˉ ŗȳƕ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣖ

óɄ țƨʚ ʠ ⊆ <κࣽp¶6 ſƨ ǖǶ˙ƨȳࣖ �ƨʚ ʠ ⊆ Ğαࣗ ŗȳƕ ʌƨʚ ˉ = Ğα ∩<κࣽp¶6ࣖ
,țƨŗɼț ࣗ˦ ˉ Ƕʌ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨࣗ ¶6 ŗȳƕ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ <κࣽp¶6ࣗ ʌɄ
ˉ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ ʠ ⊆ ˉࣖ

ÿɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣗ țƨʚ
ϕ(˕,%̟) ſƨ ŗ ǑɄɼȭʯțŗࣗ ŗȳƕ țƨʚ %ŗ = ŗࡱ, . . . , ŗȩ−ࡹ ∈ ˉࣖ İƨ ǫŗ˙ƨ ʚɄ ʌǫɄ˝
ʚǫŗʚ ˢ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%ŗ)} ∈ <κࣽp¶6ࣖ óǶȳƉƨ
ˢ ⊆ ˉ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ ˢ Ƕʌ <κࣽ¶6ࣖ bɄɼ ƨŗƉǫ Ǯ < ȩࣗ
țƨʚ �Ǯ ſƨ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ ƉɄȳʚŗǶȳǶȳǖ ŗǮ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ �Ǯ < κࣖ óǶȳƉƨ ŗǮ ∈ ˉࣗ ˝ƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨŗƉǫ Ż ∈ �Ǯ Ƕʌ Ƕȳ ˉࣗ ſ˦ ŗƕƕǶȳǖ ʚǫǶʌ ɼƨɸʯǶɼƨȭƨȳʚ ʚɄ
ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �Ǯ ǶǑ ȳƨƉƨʌʌŗɼ ࣗ˦ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ ƕɄȳƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
Ǯ < ȩࣖ ÿǫƨȳ ˢ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ ʌƨʚ

# = {ˍ | ∃Żࡱ ∈ ࡱ� . . . ∃Żȩ−ࡹ ∈ �ȩ−ࡹ ˍ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%Ż)}},

# Ƕʌ ¶6ࣗ ŗʌ ,ࡱ� . . . , �ȩ−ࡹ ŗȳƕ ˉ ŗɼƨࣗ ŗȳƕ Ʉſ˙ǶɄʯʌț ࣗ˦
# ≤ ࡱ� · . . . · �ȩ−ࡹ < κࣗ ŗʌ κ Ƕʌ ŗȳ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ

࢕



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ κ ≥ ωࣖ yʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ <κࣽp¶6 ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳࣘ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʠ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ˉ ∈ <κࣽp¶6
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʠ ⊆ ˉ ŗȳƕ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣖ

óɄ țƨʚ ʠ ⊆ <κࣽp¶6 ſƨ ǖǶ˙ƨȳࣖ �ƨʚ ʠ ⊆ Ğαࣗ ŗȳƕ ʌƨʚ ˉ = Ğα ∩<κࣽp¶6ࣖ
,țƨŗɼț ࣗ˦ ˉ Ƕʌ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨࣗ ¶6 ŗȳƕ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ <κࣽp¶6ࣗ ʌɄ
ˉ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ ʠ ⊆ ˉࣖ ÿɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣗ țƨʚ
ϕ(˕,%̟) ſƨ ŗ ǑɄɼȭʯțŗࣗ ŗȳƕ țƨʚ %ŗ = ŗࡱ, . . . , ŗȩ−ࡹ ∈ ˉࣖ İƨ ǫŗ˙ƨ ʚɄ ʌǫɄ˝
ʚǫŗʚ ˢ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%ŗ)} ∈ <κࣽp¶6ࣖ óǶȳƉƨ
ˢ ⊆ ˉ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ ˢ Ƕʌ <κࣽ¶6ࣖ bɄɼ ƨŗƉǫ Ǯ < ȩࣗ
țƨʚ �Ǯ ſƨ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ ƉɄȳʚŗǶȳǶȳǖ ŗǮ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ �Ǯ < κࣖ óǶȳƉƨ ŗǮ ∈ ˉࣗ ˝ƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨŗƉǫ Ż ∈ �Ǯ Ƕʌ Ƕȳ ˉࣗ ſ˦ ŗƕƕǶȳǖ ʚǫǶʌ ɼƨɸʯǶɼƨȭƨȳʚ ʚɄ
ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �Ǯ ǶǑ ȳƨƉƨʌʌŗɼ ࣗ˦ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ ƕɄȳƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
Ǯ < ȩࣖ

ÿǫƨȳ ˢ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ ʌƨʚ

# = {ˍ | ∃Żࡱ ∈ ࡱ� . . . ∃Żȩ−ࡹ ∈ �ȩ−ࡹ ˍ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%Ż)}},

# Ƕʌ ¶6ࣗ ŗʌ ,ࡱ� . . . , �ȩ−ࡹ ŗȳƕ ˉ ŗɼƨࣗ ŗȳƕ Ʉſ˙ǶɄʯʌț ࣗ˦
# ≤ ࡱ� · . . . · �ȩ−ࡹ < κࣗ ŗʌ κ Ƕʌ ŗȳ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ

࢕



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ κ ≥ ωࣖ yʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ <κࣽp¶6 ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳࣘ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʠ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ˉ ∈ <κࣽp¶6
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʠ ⊆ ˉ ŗȳƕ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣖ

óɄ țƨʚ ʠ ⊆ <κࣽp¶6 ſƨ ǖǶ˙ƨȳࣖ �ƨʚ ʠ ⊆ Ğαࣗ ŗȳƕ ʌƨʚ ˉ = Ğα ∩<κࣽp¶6ࣖ
,țƨŗɼț ࣗ˦ ˉ Ƕʌ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨࣗ ¶6 ŗȳƕ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ <κࣽp¶6ࣗ ʌɄ
ˉ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ ʠ ⊆ ˉࣖ ÿɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ 6ƨǑ(〈ˉ,∈〉) ⊆ <κࣽp¶6ࣗ țƨʚ
ϕ(˕,%̟) ſƨ ŗ ǑɄɼȭʯțŗࣗ ŗȳƕ țƨʚ %ŗ = ŗࡱ, . . . , ŗȩ−ࡹ ∈ ˉࣖ İƨ ǫŗ˙ƨ ʚɄ ʌǫɄ˝
ʚǫŗʚ ˢ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%ŗ)} ∈ <κࣽp¶6ࣖ óǶȳƉƨ
ˢ ⊆ ˉ ⊆ <κࣽp¶6ࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ ˢ Ƕʌ <κࣽ¶6ࣖ bɄɼ ƨŗƉǫ Ǯ < ȩࣗ
țƨʚ �Ǯ ſƨ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ ƉɄȳʚŗǶȳǶȳǖ ŗǮ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ �Ǯ < κࣖ óǶȳƉƨ ŗǮ ∈ ˉࣗ ˝ƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨŗƉǫ Ż ∈ �Ǯ Ƕʌ Ƕȳ ˉࣗ ſ˦ ŗƕƕǶȳǖ ʚǫǶʌ ɼƨɸʯǶɼƨȭƨȳʚ ʚɄ
ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �Ǯ ǶǑ ȳƨƉƨʌʌŗɼ ࣗ˦ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ ƕɄȳƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
Ǯ < ȩࣖ ÿǫƨȳ ˢ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ ʌƨʚ

# = {ˍ | ∃Żࡱ ∈ ࡱ� . . . ∃Żȩ−ࡹ ∈ �ȩ−ࡹ ˍ = {˕ ∈ ˉ | 〈ˉ,∈〉 |= ϕ(˕,%Ż)}},

# Ƕʌ ¶6ࣗ ŗʌ ,ࡱ� . . . , �ȩ−ࡹ ŗȳƕ ˉ ŗɼƨࣗ ŗȳƕ Ʉſ˙ǶɄʯʌț ࣗ˦
# ≤ ࡱ� · . . . · �ȩ−ࡹ < κࣗ ŗʌ κ Ƕʌ ŗȳ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ ࢕



$țʯɼɼ˦ ƉǫɄǶƉƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ńbࣱ

�ƣʋ κ > ࡹ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩࣗ ˍǣƣȩƣˉƣɮ * ∈ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗ ɾƣʋ
ƅȹȩɾǮɾʋǮȩǐ ȹǋ ȩȹȩƣȣɤʋ˖ ɾƣʋɾࣗ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ǋʠȩƅʋǮȹȩ ǋ : * −→ ([

⋃
*]<κ)o

ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗȩƐ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ƣˉƣɮ˖ ƅ ∈ *ࣗ ∅ ,= ǋ(ƅ) ⊆ ƅࣖ

࢙



pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ p¶6 ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6ࣞ

ÿ˝Ʉ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ȳɄʚǶɄȳʌ ɄǑ ƉțɄʌƨȳƨʌʌ ŗɼƨ pŗȭȕǶȳʌऒ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ŗȳƕ
ƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

�ƨʚ � ⊆ � ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌƨʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ �ࣖ

� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ
ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗ� < κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ƅ ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ ⊆ ƅ ŗȳƕ ƅ� < κࣖ
� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ʌʚɼɄȳǖ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ǶǑ ʚǫǶʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ
ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗo

< κࣖ

�ƨʚ ŗ ∈ � ſƨ ŗ ʌƨʚ ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ �ࣖ � ʌƨʚ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ ŗ ∩ ƅࣗ ˝ǫƨɼƨ ƅ ∈ �
ŗȳƕ ƅ� < κࣗ Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ŗ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �ࣖ ÿǫƨ ʌƨʚ ŗ Ƕʌ ʌŗǶƕ
ʚɄ ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ � ǶǑ ƨ˙ƨɼ˦ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �
ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ �ࣖ � ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ
˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � Ƕʌ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ �ࣗ ʚǫƨȳ ŗ ∈ �ࣖ

ࡱࡹ



pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ p¶6 ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6ࣞ

ÿ˝Ʉ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ȳɄʚǶɄȳʌ ɄǑ ƉțɄʌƨȳƨʌʌ ŗɼƨ pŗȭȕǶȳʌऒ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ŗȳƕ
ƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

�ƨʚ � ⊆ � ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌƨʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ �ࣖ

� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ
ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗ� < κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ƅ ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ ⊆ ƅ ŗȳƕ ƅ� < κࣖ
� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ʌʚɼɄȳǖ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ǶǑ ʚǫǶʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ
ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗo

< κࣖ

�ƨʚ ŗ ∈ � ſƨ ŗ ʌƨʚ ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ �ࣖ � ʌƨʚ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ ŗ ∩ ƅࣗ ˝ǫƨɼƨ ƅ ∈ �
ŗȳƕ ƅ� < κࣗ Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ŗ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �ࣖ ÿǫƨ ʌƨʚ ŗ Ƕʌ ʌŗǶƕ
ʚɄ ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ � ǶǑ ƨ˙ƨɼ˦ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �
ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ �ࣖ � ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ
˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � Ƕʌ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ �ࣗ ʚǫƨȳ ŗ ∈ �ࣖ

ࡱࡹ



pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ p¶6 ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6ࣞ

ÿ˝Ʉ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ȳɄʚǶɄȳʌ ɄǑ ƉțɄʌƨȳƨʌʌ ŗɼƨ pŗȭȕǶȳʌऒ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ŗȳƕ
ƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

�ƨʚ � ⊆ � ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌƨʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ �ࣖ

� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ
ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗ� < κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ƅ ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ ⊆ ƅ ŗȳƕ ƅ� < κࣖ
� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ʌʚɼɄȳǖ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ǶǑ ʚǫǶʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ
ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗo

< κࣖ

�ƨʚ ŗ ∈ � ſƨ ŗ ʌƨʚ ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ �ࣖ � ʌƨʚ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ ŗ ∩ ƅࣗ ˝ǫƨɼƨ ƅ ∈ �
ŗȳƕ ƅ� < κࣗ Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ŗ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �ࣖ ÿǫƨ ʌƨʚ ŗ Ƕʌ ʌŗǶƕ
ʚɄ ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ � ǶǑ ƨ˙ƨɼ˦ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �
ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ �ࣖ � ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ
˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � Ƕʌ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ �ࣗ ʚǫƨȳ ŗ ∈ �ࣖ

ࡱࡹ



pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ p¶6 ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6ࣞ

ÿ˝Ʉ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ȳɄʚǶɄȳʌ ɄǑ ƉțɄʌƨȳƨʌʌ ŗɼƨ pŗȭȕǶȳʌऒ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ŗȳƕ
ƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

�ƨʚ � ⊆ � ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌƨʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ �ࣖ

� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ
ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗ� < κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ƅ ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ ⊆ ƅ ŗȳƕ ƅ� < κࣖ
� ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ʌʚɼɄȳǖ κࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ǶǑ ʚǫǶʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ʌƨʚ
ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � ŗȳƕ ŗo

< κࣖ

�ƨʚ ŗ ∈ � ſƨ ŗ ʌƨʚ ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ �ࣖ � ʌƨʚ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ ŗ ∩ ƅࣗ ˝ǫƨɼƨ ƅ ∈ �
ŗȳƕ ƅ� < κࣗ Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ŗ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �ࣖ ÿǫƨ ʌƨʚ ŗ Ƕʌ ʌŗǶƕ
ʚɄ ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ � ǶǑ ƨ˙ƨɼ˦ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ŗ Ƕȳ �
ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ �ࣖ � ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ � ǶǑ
˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ŗ ∈ � ˝Ƕʚǫ ŗ ⊆ � Ƕʌ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ �ࣗ ʚǫƨȳ ŗ ∈ �ࣖ

ࡱࡹ



�ɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ŗȳƕ ƉɄ˙ƨɼ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ ≤ λ Żƣ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑɾࣖ òǣƣȩ p¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ɾʋɮȹȩǐ
λࣽƅȹˉƣɮ ɤɮȹɤƣɮʋ˖ ŗȩƐ ʋǣƣ λࣽŗɤɤɮȹ˕ǮȣŗʋǮȹȩ ɤɮȹɤƣɮʋ˖ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

âɼɄɄǑࣖ
bɄɼ ʚǫƨ ʌʚɼɄȳǖ λࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ࣘ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ
γ = ŗ < λࣖ

�ƨʚ � ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ óǶȳƉƨ ŗ ⊆ p¶6 ŗȳƕ ŗ = γࣗ ˝ƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗțț Ż ∈ �ࣗ Ż ⊆ p¶6 ŗȳƕ Ż = γࣗ ʌǶȳƉƨ ʚǫƨʌƨ
ɼƨɸʯǶɼƨȭƨȳʚʌ ȭŗ˦ ſƨ ŗƕƕƨƕ ʚɄ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ � ǶǑ ȳƨƉƨʌʌŗɼ ࣖ˦ óƨʚ
ƅ =

⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ƅ ≤ γ · � < λࣗ ƅ Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ ƅ ⊆ p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ ƅ ∈ p¶6ࣗ

ŗȳƕ Ɖțƨŗɼț ࣗ˦ ŗ ⊆ ƅࣖ óǶȳƉƨ �, ǫɄțƕʌ Ƕȳ p¶6ࣗ ƅ ǫŗʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ Ƕȳ
p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ ƅp¶6 < λࣗ ſƨƉŗʯʌƨ ǶǑ Ƕʚ ˝ƨɼƨ ʚǫƨ Ɖŗʌƨ ʚǫŗʚ ƅp¶6 ≥ λࣗ
ʚǫƨȳ λ ˝Ʉʯțƕ ſƨ ƉɄțțŗɱʌƨƕ ŗʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ŗʌ ŗ
ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ʌǶȳƉƨ p¶6 ⊆ <κࣽp¶6ࣗ Ƕʚ Ƕʌ ŗțʌɄ ʚɼʯƨ Ƕȳ <κࣽp¶6 ʚǫŗʚ
ʚǫƨ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ ɄǑ ŗ Ƕʌ țƨʌʌ ʚǫŗȳ λࣖ

ࡹࡹ



�ɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ŗȳƕ ƉɄ˙ƨɼ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ ≤ λ Żƣ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑɾࣖ òǣƣȩ p¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ɾʋɮȹȩǐ
λࣽƅȹˉƣɮ ɤɮȹɤƣɮʋ˖ ŗȩƐ ʋǣƣ λࣽŗɤɤɮȹ˕ǮȣŗʋǮȹȩ ɤɮȹɤƣɮʋ˖ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

âɼɄɄǑࣖ
bɄɼ ʚǫƨ ʌʚɼɄȳǖ λࣽƉɄ˙ƨɼ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ࣘ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ
γ = ŗ < λࣖ

�ƨʚ � ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ óǶȳƉƨ ŗ ⊆ p¶6 ŗȳƕ ŗ = γࣗ ˝ƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗțț Ż ∈ �ࣗ Ż ⊆ p¶6 ŗȳƕ Ż = γࣗ ʌǶȳƉƨ ʚǫƨʌƨ
ɼƨɸʯǶɼƨȭƨȳʚʌ ȭŗ˦ ſƨ ŗƕƕƨƕ ʚɄ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ � ǶǑ ȳƨƉƨʌʌŗɼ ࣖ˦ óƨʚ
ƅ =

⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ƅ ≤ γ · � < λࣗ ƅ Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ ƅ ⊆ p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ ƅ ∈ p¶6ࣗ

ŗȳƕ Ɖțƨŗɼț ࣗ˦ ŗ ⊆ ƅࣖ óǶȳƉƨ �, ǫɄțƕʌ Ƕȳ p¶6ࣗ ƅ ǫŗʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ Ƕȳ
p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ ƅp¶6 < λࣗ ſƨƉŗʯʌƨ ǶǑ Ƕʚ ˝ƨɼƨ ʚǫƨ Ɖŗʌƨ ʚǫŗʚ ƅp¶6 ≥ λࣗ
ʚǫƨȳ λ ˝Ʉʯțƕ ſƨ ƉɄțțŗɱʌƨƕ ŗʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ŗʌ ŗ
ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ʌǶȳƉƨ p¶6 ⊆ <κࣽp¶6ࣗ Ƕʚ Ƕʌ ŗțʌɄ ʚɼʯƨ Ƕȳ <κࣽp¶6 ʚǫŗʚ
ʚǫƨ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ ɄǑ ŗ Ƕʌ țƨʌʌ ʚǫŗȳ λࣖ

ࡹࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
,ɄȳƉƨɼȳǶȳǖ ʚǫƨ λࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣗ˦ ʌǶȳƉƨ λ ≥ κࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ
ɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣖ˦

óɄ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6
ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ � ſƨ ¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ İƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ � Ƕʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6 ʚǫŗʚऒʌ
κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ ò =

⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ò Ƕʌ ¶6 ŗȳƕ ò ⊆ p¶6ࣗ ʌɄ

ò Ƕʌ Ƕȳ p¶6ࣖ

bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣗ ʚǫƨ ʌƨʚ

� - ƅ = {Ż ∩ ƅ | Ż ∈ �}

Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ŗȳ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ p¶6ࣖ ¡ɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ
ʚǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ^ : ([ò]<κ)p¶6 −→ p¶6 ƕƨ̇ȳƨƕ ſ˦

^(ƅ) = � - ƅ

ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ p¶6 ŗʌ ˝ƨțțࣖ

ࡽࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
,ɄȳƉƨɼȳǶȳǖ ʚǫƨ λࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣗ˦ ʌǶȳƉƨ λ ≥ κࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ
ɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣖ˦ óɄ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6
ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ � ſƨ ¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ İƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ � Ƕʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6 ʚǫŗʚऒʌ
κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ

�ƨʚ ò =
⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ò Ƕʌ ¶6 ŗȳƕ ò ⊆ p¶6ࣗ ʌɄ

ò Ƕʌ Ƕȳ p¶6ࣖ

bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣗ ʚǫƨ ʌƨʚ

� - ƅ = {Ż ∩ ƅ | Ż ∈ �}

Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ŗȳ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ p¶6ࣖ ¡ɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ
ʚǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ^ : ([ò]<κ)p¶6 −→ p¶6 ƕƨ̇ȳƨƕ ſ˦

^(ƅ) = � - ƅ

ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ p¶6 ŗʌ ˝ƨțțࣖ

ࡽࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
,ɄȳƉƨɼȳǶȳǖ ʚǫƨ λࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣗ˦ ʌǶȳƉƨ λ ≥ κࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ
ɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣖ˦ óɄ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6
ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ � ſƨ ¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ İƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ � Ƕʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6 ʚǫŗʚऒʌ
κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ ò =

⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ò Ƕʌ ¶6 ŗȳƕ ò ⊆ p¶6ࣗ ʌɄ

ò Ƕʌ Ƕȳ p¶6ࣖ

bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣗ ʚǫƨ ʌƨʚ

� - ƅ = {Ż ∩ ƅ | Ż ∈ �}

Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ŗȳ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ p¶6ࣖ ¡ɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ
ʚǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ^ : ([ò]<κ)p¶6 −→ p¶6 ƕƨ̇ȳƨƕ ſ˦

^(ƅ) = � - ƅ

ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ p¶6 ŗʌ ˝ƨțțࣖ

ࡽࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
,ɄȳƉƨɼȳǶȳǖ ʚǫƨ λࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣗ˦ ʌǶȳƉƨ λ ≥ κࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ
ɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣖ˦ óɄ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6
ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ � ſƨ ¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ İƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ � Ƕʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6 ʚǫŗʚऒʌ
κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ ò =

⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ò Ƕʌ ¶6 ŗȳƕ ò ⊆ p¶6ࣗ ʌɄ

ò Ƕʌ Ƕȳ p¶6ࣖ

bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣗ ʚǫƨ ʌƨʚ

� - ƅ = {Ż ∩ ƅ | Ż ∈ �}

Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ŗȳ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ p¶6ࣖ

¡ɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ
ʚǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ^ : ([ò]<κ)p¶6 −→ p¶6 ƕƨ̇ȳƨƕ ſ˦

^(ƅ) = � - ƅ

ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ p¶6 ŗʌ ˝ƨțțࣖ

ࡽࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
,ɄȳƉƨɼȳǶȳǖ ʚǫƨ λࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣗ˦ ʌǶȳƉƨ λ ≥ κࣗ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ
ɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ ࣖ˦ óɄ țƨʚ ŗ ∈ <κࣽp¶6ࣗ ŗ ⊆ p¶6
ſƨ κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ � ſƨ ¶6ࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ∈ � ŗȳƕ � < κࣖ İƨ
ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ � Ƕʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6 ʚǫŗʚऒʌ
κࣽŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨƕ Ƕȳ p¶6ࣖ �ƨʚ ò =

⋃
�ࣖ ÿǫƨȳ ò Ƕʌ ¶6 ŗȳƕ ò ⊆ p¶6ࣗ ʌɄ

ò Ƕʌ Ƕȳ p¶6ࣖ

bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣗ ʚǫƨ ʌƨʚ

� - ƅ = {Ż ∩ ƅ | Ż ∈ �}

Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌʯſʌƨʚ ɄǑ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ŗȳ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ p¶6ࣖ ¡ɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ
ʚǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ^ : ([ò]<κ)p¶6 −→ p¶6 ƕƨ̇ȳƨƕ ſ˦

^(ƅ) = � - ƅ

ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ p¶6 ŗʌ ˝ƨțțࣖ

ࡽࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
6ƨ̇ȳƨࣗ ǑɄɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ Żࡱ,Żࡹ ∈ �ࣗ Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) ʚɄ ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ
ƉŗȳɄȳǶƉŗț ˝ƨțțࣽɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ p¶6ࣱ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ Żࡱ.Żࣖࡹ �ƨʚ

∆ = {Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) | Żࡱ,Żࡹ ∈ �, Żࡱ ,= Żࡹ}.

ÿǫƨȳ ∆ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ∆ < κࣖ

óǶȳƉƨ κ Ƕʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ oࣗ ∆
p¶6

< κ ŗʌ
˝ƨțțࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ ∆ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ � -∆ ∈ p¶6ࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ǶǑ
Ż,Ż′ ∈ � ŗɼƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚࣗ ʚǫƨȳ Ż ∩∆ ,= Ż′ ∩∆ࣖ

�ʌ ŗ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ǑɄɼ ∆ ⊆ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 ŗȳƕ Ż̄ ∈ � -∆ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ
ʯȳǶɸʯƨ Ż̄′ ∈ � - ƅ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż̄′ ∩∆ = Ż̄ࣖ óɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ Ƕȳ p¶6ࣘ

#(Ż̄) =
⋃

{Ż̄′ | ∃ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 (∆ ⊆ ƅ ŗȳƕ Ż̄′ ∈ �-ƅ ŗȳƕ Ż̄′∩∆ = Ż̄)}.

yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ #(Ż̄) Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɸʯƨ Ż ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż ∩∆ = Ż̄ࣖ óǶȳƉƨ
ǑɄɼ Ż ∈ �ࣗ Ż = #(Ż ∩∆)ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

� = {#(Ż̄) | Ż̄ ∈ � -∆}

ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ � ∈ p¶6ࣖ yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗ ∈ p¶6ࣖ

ࢁࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
6ƨ̇ȳƨࣗ ǑɄɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ Żࡱ,Żࡹ ∈ �ࣗ Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) ʚɄ ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ
ƉŗȳɄȳǶƉŗț ˝ƨțțࣽɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ p¶6ࣱ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ Żࡱ.Żࣖࡹ �ƨʚ

∆ = {Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) | Żࡱ,Żࡹ ∈ �, Żࡱ ,= Żࡹ}.

ÿǫƨȳ ∆ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ∆ < κࣖ óǶȳƉƨ κ Ƕʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ oࣗ ∆
p¶6

< κ ŗʌ
˝ƨțțࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ ∆ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ � -∆ ∈ p¶6ࣖ

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ǶǑ
Ż,Ż′ ∈ � ŗɼƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚࣗ ʚǫƨȳ Ż ∩∆ ,= Ż′ ∩∆ࣖ

�ʌ ŗ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ǑɄɼ ∆ ⊆ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 ŗȳƕ Ż̄ ∈ � -∆ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ
ʯȳǶɸʯƨ Ż̄′ ∈ � - ƅ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż̄′ ∩∆ = Ż̄ࣖ óɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ Ƕȳ p¶6ࣘ

#(Ż̄) =
⋃

{Ż̄′ | ∃ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 (∆ ⊆ ƅ ŗȳƕ Ż̄′ ∈ �-ƅ ŗȳƕ Ż̄′∩∆ = Ż̄)}.

yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ #(Ż̄) Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɸʯƨ Ż ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż ∩∆ = Ż̄ࣖ óǶȳƉƨ
ǑɄɼ Ż ∈ �ࣗ Ż = #(Ż ∩∆)ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

� = {#(Ż̄) | Ż̄ ∈ � -∆}

ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ � ∈ p¶6ࣖ yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗ ∈ p¶6ࣖ

ࢁࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
6ƨ̇ȳƨࣗ ǑɄɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ Żࡱ,Żࡹ ∈ �ࣗ Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) ʚɄ ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ
ƉŗȳɄȳǶƉŗț ˝ƨțțࣽɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ p¶6ࣱ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ Żࡱ.Żࣖࡹ �ƨʚ

∆ = {Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) | Żࡱ,Żࡹ ∈ �, Żࡱ ,= Żࡹ}.

ÿǫƨȳ ∆ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ∆ < κࣖ óǶȳƉƨ κ Ƕʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ oࣗ ∆
p¶6

< κ ŗʌ
˝ƨțțࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ ∆ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ � -∆ ∈ p¶6ࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ǶǑ
Ż,Ż′ ∈ � ŗɼƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚࣗ ʚǫƨȳ Ż ∩∆ ,= Ż′ ∩∆ࣖ

�ʌ ŗ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ǑɄɼ ∆ ⊆ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 ŗȳƕ Ż̄ ∈ � -∆ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ
ʯȳǶɸʯƨ Ż̄′ ∈ � - ƅ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż̄′ ∩∆ = Ż̄ࣖ óɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ Ƕȳ p¶6ࣘ

#(Ż̄) =
⋃

{Ż̄′ | ∃ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 (∆ ⊆ ƅ ŗȳƕ Ż̄′ ∈ �-ƅ ŗȳƕ Ż̄′∩∆ = Ż̄)}.

yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ #(Ż̄) Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɸʯƨ Ż ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż ∩∆ = Ż̄ࣖ óǶȳƉƨ
ǑɄɼ Ż ∈ �ࣗ Ż = #(Ż ∩∆)ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

� = {#(Ż̄) | Ż̄ ∈ � -∆}

ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ � ∈ p¶6ࣖ yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗ ∈ p¶6ࣖ

ࢁࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
6ƨ̇ȳƨࣗ ǑɄɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ Żࡱ,Żࡹ ∈ �ࣗ Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) ʚɄ ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ
ƉŗȳɄȳǶƉŗț ˝ƨțțࣽɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ p¶6ࣱ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ Żࡱ.Żࣖࡹ �ƨʚ

∆ = {Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) | Żࡱ,Żࡹ ∈ �, Żࡱ ,= Żࡹ}.

ÿǫƨȳ ∆ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ∆ < κࣖ óǶȳƉƨ κ Ƕʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ oࣗ ∆
p¶6

< κ ŗʌ
˝ƨțțࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ ∆ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ � -∆ ∈ p¶6ࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ǶǑ
Ż,Ż′ ∈ � ŗɼƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚࣗ ʚǫƨȳ Ż ∩∆ ,= Ż′ ∩∆ࣖ

�ʌ ŗ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ǑɄɼ ∆ ⊆ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 ŗȳƕ Ż̄ ∈ � -∆ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ
ʯȳǶɸʯƨ Ż̄′ ∈ � - ƅ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż̄′ ∩∆ = Ż̄ࣖ

óɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ Ƕȳ p¶6ࣘ

#(Ż̄) =
⋃

{Ż̄′ | ∃ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 (∆ ⊆ ƅ ŗȳƕ Ż̄′ ∈ �-ƅ ŗȳƕ Ż̄′∩∆ = Ż̄)}.

yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ #(Ż̄) Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɸʯƨ Ż ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż ∩∆ = Ż̄ࣖ óǶȳƉƨ
ǑɄɼ Ż ∈ �ࣗ Ż = #(Ż ∩∆)ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

� = {#(Ż̄) | Ż̄ ∈ � -∆}

ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ � ∈ p¶6ࣖ yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗ ∈ p¶6ࣖ

ࢁࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
6ƨ̇ȳƨࣗ ǑɄɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ Żࡱ,Żࡹ ∈ �ࣗ Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) ʚɄ ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ
ƉŗȳɄȳǶƉŗț ˝ƨțțࣽɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ p¶6ࣱ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ Żࡱ.Żࣖࡹ �ƨʚ

∆ = {Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) | Żࡱ,Żࡹ ∈ �, Żࡱ ,= Żࡹ}.

ÿǫƨȳ ∆ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ∆ < κࣖ óǶȳƉƨ κ Ƕʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ oࣗ ∆
p¶6

< κ ŗʌ
˝ƨțțࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ ∆ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ � -∆ ∈ p¶6ࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ǶǑ
Ż,Ż′ ∈ � ŗɼƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚࣗ ʚǫƨȳ Ż ∩∆ ,= Ż′ ∩∆ࣖ

�ʌ ŗ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ǑɄɼ ∆ ⊆ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 ŗȳƕ Ż̄ ∈ � -∆ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ
ʯȳǶɸʯƨ Ż̄′ ∈ � - ƅ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż̄′ ∩∆ = Ż̄ࣖ óɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ Ƕȳ p¶6ࣘ

#(Ż̄) =
⋃

{Ż̄′ | ∃ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 (∆ ⊆ ƅ ŗȳƕ Ż̄′ ∈ �-ƅ ŗȳƕ Ż̄′∩∆ = Ż̄)}.

yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ #(Ż̄) Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɸʯƨ Ż ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż ∩∆ = Ż̄ࣖ óǶȳƉƨ
ǑɄɼ Ż ∈ �ࣗ Ż = #(Ż ∩∆)ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

� = {#(Ż̄) | Ż̄ ∈ � -∆}

ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ � ∈ p¶6ࣖ yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗ ∈ p¶6ࣖ

ࢁࡹ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
6ƨ̇ȳƨࣗ ǑɄɼ ƕǶʌʚǶȳƉʚ Żࡱ,Żࡹ ∈ �ࣗ Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) ʚɄ ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ
ƉŗȳɄȳǶƉŗț ˝ƨțțࣽɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ p¶6ࣱ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ Żࡱ.Żࣖࡹ �ƨʚ

∆ = {Ɛ(Żࡱ,Żࡹ) | Żࡱ,Żࡹ ∈ �, Żࡱ ,= Żࡹ}.

ÿǫƨȳ ∆ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ∆ < κࣖ óǶȳƉƨ κ Ƕʌ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ oࣗ ∆
p¶6

< κ ŗʌ
˝ƨțțࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ ∆ ∈ ([ò]<κ)p¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ � -∆ ∈ p¶6ࣖ ¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ǶǑ
Ż,Ż′ ∈ � ŗɼƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚࣗ ʚǫƨȳ Ż ∩∆ ,= Ż′ ∩∆ࣖ

�ʌ ŗ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨࣗ ǑɄɼ ∆ ⊆ ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 ŗȳƕ Ż̄ ∈ � -∆ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ
ʯȳǶɸʯƨ Ż̄′ ∈ � - ƅ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż̄′ ∩∆ = Ż̄ࣖ óɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ Ƕȳ p¶6ࣘ

#(Ż̄) =
⋃

{Ż̄′ | ∃ƅ ∈ ([ò]<κ)p¶6 (∆ ⊆ ƅ ŗȳƕ Ż̄′ ∈ �-ƅ ŗȳƕ Ż̄′∩∆ = Ż̄)}.

yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ #(Ż̄) Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɸʯƨ Ż ∈ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ż ∩∆ = Ż̄ࣖ óǶȳƉƨ
ǑɄɼ Ż ∈ �ࣗ Ż = #(Ż ∩∆)ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

� = {#(Ż̄) | Ż̄ ∈ � -∆}

ŗȳƕ ǫƨȳƉƨࣗ � ∈ p¶6ࣖ yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗ ∈ p¶6ࣖ ࢁࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ p¶6 ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ωࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ
<ωࣽp¶6 ǶȭȭƨƕǶŗʚƨț˦ ǶȭɱțǶƨʌ ʚǫƨ pŗȭȕǶȳʌࣽ�ƨŗǫ˦ ɼƨʌʯțʚ ʚǫŗʚ
p¶6 = <ωࣽp¶6ࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ tǋ θ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ˍǮʋǣ
+7<κࣽp¶6(θ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ <κࣽp¶6 ǣŗɾ ȩȹ ȑƣȩǐʋǣ θ ɾƣɪʠƣȩƅƣ ʋǣŗʋऒɾ ǋɮƣɾǣ
ȹˉƣɮ p¶6ࣖ

ࢅࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ p¶6 ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ωࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ Ƕȳ
<ωࣽp¶6 ǶȭȭƨƕǶŗʚƨț˦ ǶȭɱțǶƨʌ ʚǫƨ pŗȭȕǶȳʌࣽ�ƨŗǫ˦ ɼƨʌʯțʚ ʚǫŗʚ
p¶6 = <ωࣽp¶6ࣖ
âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ tǋ θ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ˍǮʋǣ
+7<κࣽp¶6(θ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ <κࣽp¶6 ǣŗɾ ȩȹ ȑƣȩǐʋǣ θ ɾƣɪʠƣȩƅƣ ʋǣŗʋऒɾ ǋɮƣɾǣ
ȹˉƣɮ p¶6ࣖ

ࢅࡹ



$ʯȕɄ˙ʌȕ˧ऒʌ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯$ʯȕɄ˙ʌȕ˧ࣱ
�ƨʚ ࡹ� ⊆ ࡽ� ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ȭɄƕƨțʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ ࣖࡽ�
ÿǫƨȳ �ɱɼࡽ�,ࡹ�(κ) ʌŗ˦ʌ ʚǫŗʚ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ǋ ∈ ࡽ� Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ŗȳ
ɄɼƕǶȳŗț α ʚɄ ŗȳ ɄɼƕǶȳŗț βࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : α −→ P(β) Ƕȳ
ࡹ� ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ξ < αࣗ ǋ(ξ) ∈ ǐ(ξ) ŗȳƕ ǐ(ξ)

ࡹ�
< κࣖ

ÿǫƨ ɼƨȭŗɼȕŗſțƨ ȭŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭ ɄǑ $ʯȕɄ˙ʌȕ˧ Ʉȳ ʚǫǶʌ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ Ƕʌ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ńb,ࣗ $ʯȕɄ˙ʌȕ˧ ࣱࢁ࢑࢙ࡹ

çʠɤɤȹɾƣ � Ǯɾ ŗ ʋɮŗȩɾǮʋǮˉƣ Ǯȩȩƣɮ ȣȹƐƣȑ ȹǋ ńb,ࣗ ŗȩƐ κ Ǯɾ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ƅȹȩƐǮʋǮȹȩɾ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ o Ǯɾ ŗ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ � Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣖ
ࣖࡽ �ɱɼ�,o(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

ࢉࡹ



$ʯȕɄ˙ʌȕ˧ऒʌ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯$ʯȕɄ˙ʌȕ˧ࣱ
�ƨʚ ࡹ� ⊆ ࡽ� ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ȭɄƕƨțʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ ࣖࡽ�
ÿǫƨȳ �ɱɼࡽ�,ࡹ�(κ) ʌŗ˦ʌ ʚǫŗʚ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ǋ ∈ ࡽ� Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ŗȳ
ɄɼƕǶȳŗț α ʚɄ ŗȳ ɄɼƕǶȳŗț βࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : α −→ P(β) Ƕȳ
ࡹ� ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ξ < αࣗ ǋ(ξ) ∈ ǐ(ξ) ŗȳƕ ǐ(ξ)

ࡹ�
< κࣖ

ÿǫƨ ɼƨȭŗɼȕŗſțƨ ȭŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭ ɄǑ $ʯȕɄ˙ʌȕ˧ Ʉȳ ʚǫǶʌ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ Ƕʌ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ńb,ࣗ $ʯȕɄ˙ʌȕ˧ ࣱࢁ࢑࢙ࡹ

çʠɤɤȹɾƣ � Ǯɾ ŗ ʋɮŗȩɾǮʋǮˉƣ Ǯȩȩƣɮ ȣȹƐƣȑ ȹǋ ńb,ࣗ ŗȩƐ κ Ǯɾ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ƅȹȩƐǮʋǮȹȩɾ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ o Ǯɾ ŗ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ � Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣖ
ࣖࡽ �ɱɼ�,o(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

ࢉࡹ



$ʯȕɄ˙ʌȕ˧ऒʌ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯$ʯȕɄ˙ʌȕ˧ࣱ
�ƨʚ ࡹ� ⊆ ࡽ� ſƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶ˙ƨ ȭɄƕƨțʌࣗ ŗȳƕ țƨʚ κ ſƨ ŗ ƉŗɼƕǶȳŗț Ƕȳ ࣖࡽ�
ÿǫƨȳ �ɱɼࡽ�,ࡹ�(κ) ʌŗ˦ʌ ʚǫŗʚ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ǋ ∈ ࡽ� Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ŗȳ
ɄɼƕǶȳŗț α ʚɄ ŗȳ ɄɼƕǶȳŗț βࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : α −→ P(β) Ƕȳ
ࡹ� ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ξ < αࣗ ǋ(ξ) ∈ ǐ(ξ) ŗȳƕ ǐ(ξ)

ࡹ�
< κࣖ

ÿǫƨ ɼƨȭŗɼȕŗſțƨ ȭŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭ ɄǑ $ʯȕɄ˙ʌȕ˧ Ʉȳ ʚǫǶʌ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ Ƕʌ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ńb,ࣗ $ʯȕɄ˙ʌȕ˧ ࣱࢁ࢑࢙ࡹ

çʠɤɤȹɾƣ � Ǯɾ ŗ ʋɮŗȩɾǮʋǮˉƣ Ǯȩȩƣɮ ȣȹƐƣȑ ȹǋ ńb,ࣗ ŗȩƐ κ Ǯɾ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ƅȹȩƐǮʋǮȹȩɾ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ o Ǯɾ ŗ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ � Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣖ
ࣖࡽ �ɱɼ�,o(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

ࢉࡹ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ �ɱɼp¶6,<κࣽp¶6(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

âɼɄɄǑࣖ
y ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ ȭɄɼƨࣘ ǶǑ ǋ : Ɛ −→ p¶6 Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <κࣽp¶6 ˝Ƕʚǫ
Ɛ ∈ p¶6ࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ƕȳ p¶6 ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : Ɛ −→ p¶6 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)

p¶6
< κࣖ

ÿɄ ʌƨƨ ʚǫǶʌࣗ țƨʚ ǋ ſƨ ŗʌ ƕƨʌƉɼǶſƨƕࣖ �ƨʚ ^ ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ǋ ∈ ^ ŗȳƕ ^
o
< κࣗ

ŗȳƕ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ǐ ∈ ^ࣗ ǐ : Ɛ −→ p¶6ࣖ 6ƨ̇ȳƨ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ
˝Ƕʚǫ ƕɄȭŗǶȳ Ɛ ſ˦

ǐ(˕) = {ǣ(˕) | ǣ ∈ ^}.

ÿǫƨȳ ǐ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǑɄɼ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)
p¶6

< κࣖ óɄ ǐ Ƕʌ ŗʌ
˝Ƕʌǫƨƕࣖ

ࢍࡹ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ �ɱɼp¶6,<κࣽp¶6(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

âɼɄɄǑࣖ
y ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ ȭɄɼƨࣘ ǶǑ ǋ : Ɛ −→ p¶6 Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <κࣽp¶6 ˝Ƕʚǫ
Ɛ ∈ p¶6ࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ƕȳ p¶6 ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : Ɛ −→ p¶6 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)

p¶6
< κࣖ

ÿɄ ʌƨƨ ʚǫǶʌࣗ țƨʚ ǋ ſƨ ŗʌ ƕƨʌƉɼǶſƨƕࣖ �ƨʚ ^ ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ǋ ∈ ^ ŗȳƕ ^
o
< κࣗ

ŗȳƕ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ǐ ∈ ^ࣗ ǐ : Ɛ −→ p¶6ࣖ 6ƨ̇ȳƨ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ
˝Ƕʚǫ ƕɄȭŗǶȳ Ɛ ſ˦

ǐ(˕) = {ǣ(˕) | ǣ ∈ ^}.

ÿǫƨȳ ǐ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǑɄɼ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)
p¶6

< κࣖ óɄ ǐ Ƕʌ ŗʌ
˝Ƕʌǫƨƕࣖ

ࢍࡹ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ �ɱɼp¶6,<κࣽp¶6(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

âɼɄɄǑࣖ
y ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ ȭɄɼƨࣘ ǶǑ ǋ : Ɛ −→ p¶6 Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <κࣽp¶6 ˝Ƕʚǫ
Ɛ ∈ p¶6ࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ƕȳ p¶6 ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : Ɛ −→ p¶6 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)

p¶6
< κࣖ

ÿɄ ʌƨƨ ʚǫǶʌࣗ țƨʚ ǋ ſƨ ŗʌ ƕƨʌƉɼǶſƨƕࣖ �ƨʚ ^ ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ǋ ∈ ^ ŗȳƕ ^
o
< κࣗ

ŗȳƕ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ǐ ∈ ^ࣗ ǐ : Ɛ −→ p¶6ࣖ

6ƨ̇ȳƨ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ
˝Ƕʚǫ ƕɄȭŗǶȳ Ɛ ſ˦

ǐ(˕) = {ǣ(˕) | ǣ ∈ ^}.

ÿǫƨȳ ǐ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǑɄɼ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)
p¶6

< κࣖ óɄ ǐ Ƕʌ ŗʌ
˝Ƕʌǫƨƕࣖ

ࢍࡹ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ �ɱɼp¶6,<κࣽp¶6(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

âɼɄɄǑࣖ
y ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ ȭɄɼƨࣘ ǶǑ ǋ : Ɛ −→ p¶6 Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <κࣽp¶6 ˝Ƕʚǫ
Ɛ ∈ p¶6ࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ƕȳ p¶6 ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : Ɛ −→ p¶6 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)

p¶6
< κࣖ

ÿɄ ʌƨƨ ʚǫǶʌࣗ țƨʚ ǋ ſƨ ŗʌ ƕƨʌƉɼǶſƨƕࣖ �ƨʚ ^ ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ǋ ∈ ^ ŗȳƕ ^
o
< κࣗ

ŗȳƕ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ǐ ∈ ^ࣗ ǐ : Ɛ −→ p¶6ࣖ 6ƨ̇ȳƨ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ
˝Ƕʚǫ ƕɄȭŗǶȳ Ɛ ſ˦

ǐ(˕) = {ǣ(˕) | ǣ ∈ ^}.

ÿǫƨȳ ǐ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǑɄɼ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)
p¶6

< κࣖ óɄ ǐ Ƕʌ ŗʌ
˝Ƕʌǫƨƕࣖ

ࢍࡹ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ �ɱɼp¶6,<κࣽp¶6(κ) ǣȹȑƐɾࣖ

âɼɄɄǑࣖ
y ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ ȭɄɼƨࣘ ǶǑ ǋ : Ɛ −→ p¶6 Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <κࣽp¶6 ˝Ƕʚǫ
Ɛ ∈ p¶6ࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ƕȳ p¶6 ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ : Ɛ −→ p¶6 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)

p¶6
< κࣖ

ÿɄ ʌƨƨ ʚǫǶʌࣗ țƨʚ ǋ ſƨ ŗʌ ƕƨʌƉɼǶſƨƕࣖ �ƨʚ ^ ſƨ ¶6 ˝Ƕʚǫ ǋ ∈ ^ ŗȳƕ ^
o
< κࣗ

ŗȳƕ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ǐ ∈ ^ࣗ ǐ : Ɛ −→ p¶6ࣖ 6ƨ̇ȳƨ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǐ
˝Ƕʚǫ ƕɄȭŗǶȳ Ɛ ſ˦

ǐ(˕) = {ǣ(˕) | ǣ ∈ ^}.

ÿǫƨȳ ǐ ∈ p¶6ࣗ ŗȳƕ ǑɄɼ ˕ ∈ Ɛࣗ ǋ(˕) ∈ ǐ(˕) ŗȳƕ ǐ(˕)
p¶6

< κࣖ óɄ ǐ Ƕʌ ŗʌ
˝Ƕʌǫƨƕࣖ

ࢍࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ <κࣽp¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࣖࡽ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗ ɾƣʋ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ p¶6 Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ
ȩȹʋǮȹȩࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ p¶6 ŗȩƐ <κࣽp¶6 ǣŗˉƣ ʋǣƣ ɾŗȣƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑɾ ŗȩƐ ƅȹ̃ȩŗȑǮʋǮƣɾ ŗŻȹˉƣ κࣗ Ǯȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɾƣȩɾƣࣘ

ࣖࡹ tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ +7p¶6(λ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ
+7p¶6(λ) = +7<κࣽp¶6(λ)ࣖ

ࣖࡽ ^ȹɮ λ ≥ κࣗ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ p¶6 Ǯ˹ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

ࣖࢁ *�`/p¶6 \ κ = *�`/<κࣽp¶6 \ κࣖ

࢑ࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ <κࣽp¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࣖࡽ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗ ɾƣʋ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ p¶6 Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ
ȩȹʋǮȹȩࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ p¶6 ŗȩƐ <κࣽp¶6 ǣŗˉƣ ʋǣƣ ɾŗȣƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑɾ ŗȩƐ ƅȹ̃ȩŗȑǮʋǮƣɾ ŗŻȹˉƣ κࣗ Ǯȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɾƣȩɾƣࣘ

ࣖࡹ tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ +7p¶6(λ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ
+7p¶6(λ) = +7<κࣽp¶6(λ)ࣖ

ࣖࡽ ^ȹɮ λ ≥ κࣗ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ p¶6 Ǯ˹ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

ࣖࢁ *�`/p¶6 \ κ = *�`/<κࣽp¶6 \ κࣖ

࢑ࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ <κࣽp¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࣖࡽ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗ ɾƣʋ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ p¶6 Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ
ȩȹʋǮȹȩࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ p¶6 ŗȩƐ <κࣽp¶6 ǣŗˉƣ ʋǣƣ ɾŗȣƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑɾ ŗȩƐ ƅȹ̃ȩŗȑǮʋǮƣɾ ŗŻȹˉƣ κࣗ Ǯȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɾƣȩɾƣࣘ

ࣖࡹ tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ +7p¶6(λ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ
+7p¶6(λ) = +7<κࣽp¶6(λ)ࣖ

ࣖࡽ ^ȹɮ λ ≥ κࣗ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ p¶6 Ǯ˹ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

ࣖࢁ *�`/p¶6 \ κ = *�`/<κࣽp¶6 \ κࣖ

࢑ࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ <κࣽp¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࣖࡽ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗ ɾƣʋ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ p¶6 Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ
ȩȹʋǮȹȩࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ p¶6 ŗȩƐ <κࣽp¶6 ǣŗˉƣ ʋǣƣ ɾŗȣƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑɾ ŗȩƐ ƅȹ̃ȩŗȑǮʋǮƣɾ ŗŻȹˉƣ κࣗ Ǯȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɾƣȩɾƣࣘ

ࣖࡹ tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ +7p¶6(λ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ
+7p¶6(λ) = +7<κࣽp¶6(λ)ࣖ

ࣖࡽ ^ȹɮ λ ≥ κࣗ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ p¶6 Ǯ˹ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

ࣖࢁ *�`/p¶6 \ κ = *�`/<κࣽp¶6 \ κࣖ

࢑ࡹ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ŗɮƣ ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋࣘ

ࣖࡹ <κࣽp¶6 ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࣖࡽ <κࣽp¶6 Ǯɾ ŗ ɾƣʋ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ ȹǋ p¶6 Ż˖ ŗ κࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ
ȩȹʋǮȹȩࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ òǣƣȩ p¶6 ŗȩƐ <κࣽp¶6 ǣŗˉƣ ʋǣƣ ɾŗȣƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑɾ ŗȩƐ ƅȹ̃ȩŗȑǮʋǮƣɾ ŗŻȹˉƣ κࣗ Ǯȩ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɾƣȩɾƣࣘ

ࣖࡹ tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȹɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ +7p¶6(λ) ≥ κࣗ ʋǣƣȩ
+7p¶6(λ) = +7<κࣽp¶6(λ)ࣖ

ࣖࡽ ^ȹɮ λ ≥ κࣗ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ p¶6 Ǯ˹ λ Ǯɾ ɮƣǐʠȑŗɮ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣖ

ࣖࢁ *�`/p¶6 \ κ = *�`/<κࣽp¶6 \ κࣖ
࢑ࡹ



pŗȭȕǶȳʌࣽ�ŗ˙ƨɼ ˝ǶʚǫɄʯʚ ƉǫɄǶƉƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ Ģ Żƣ ŗ ʋɮŗȩɾǮʋǮˉƣ ȣȹƐƣȑ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐ ńbࣖ �ƣʋ κ Żƣ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑ
Ǯȩ Ģࣖ �ƣʋM,M′ ∈ Ģ Żƣ ʋɮŗȩɾǮʋǮˉƣ ȣȹƐƣȑɾ ȹǋ ńb ˍǮʋǣȹʠʋ
ɮƣɤȑŗƅƣȣƣȩʋࣗ ˍǮʋǣ θ = M ∩ PM = M′ ∩ PMࣗ ŗȩƐ ƣŗƅǣ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐࣘ Ǯǋ
κ̄ ≤ κ ŗȩƐ ɮ ⊆ κ̄× κ̄ Ǯɾ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ 〈κ̄, ɮ〉 ŗ ˍƣȑȑࣽȹɮƐƣɮࣗ ʋǣƣȩ ʋǣƣɮƣ ŗɮƣ
ŗȩ ȹɮƐǮȩŗȑ α ŗȩƐ ŗ ǋʠȩƅʋǮȹȩ π : κ̄ −→ α ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ
π : 〈κ̄, ɮ〉 −→ 〈α, <〉 Ǯɾ ŗȩ ǮɾȹȣȹɮɤǣǮɾȣࣗ ŗȩƐ ƣˉƣɮ˖ ɾƣʋ ȹǋ ȹɮƐǮȩŗȑɾ
ǣŗɾ ŗ ȣȹȩȹʋȹȩƣ ƣȩʠȣƣɮŗʋǮȹȩࣖ �ȹɮƣȹˉƣɮࣗ ɾʠɤɤȹɾƣ ŻȹʋǣM ŗȩƐM′

ɾŗʋǮɾǋ˖ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ƅȹȩƐǮʋǮȹȩࣗ ŗ ǋȹɮȣ ȹǋ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ ƅǣȹǮƅƣࣘ Ǯǋ X = M
ȹɮM′ ŗȩƐ ŗ ∈ X ࣗ ʋǣƣȩ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗȩ ɮ ⊆ ŗ× ŗ Ǯȩ X ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ Ǯȩ Ģ
࣯ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋȑ ̟ࣗ Ǯȩ oࣰࣗ 〈ŗ, ɮ〉 Ǯɾ ŗ ˍƣȑȑࣽȹɮƐƣɮࣖ

�ƣʋ Ģθ = (oθ)Ģࣗ ŗȩƐ ɾʠɤɤȹɾƣ ʋǣŗʋ ŻȹʋǣM ŗȩƐM′ ɾŗʋǮɾǋ˖ ʋǣƣ
κࣽƅȹˉƣɮ ŗȩƐ ŗɤɤɮȹ˕ǮȣŗʋǮȹȩ ɤɮȹɤƣɮʋǮƣɾ Ǯȩ Ģθ ࣖ çʠɤɤȹɾƣࣗ ȣȹɮƣȹˉƣɮࣗ
ʋǣŗʋ P(κ) ∩M = P(κ) ∩M′ࣗ ŗȩƐ ʋǣŗʋ (κ+)M = (κ+)M

′
= (κ+)Ģࣖ

òǣƣȩ Ǯʋ ǋȹȑȑȹˍɾ ʋǣŗʋ P(θ) ∩M = P(θ) ∩M′ࣖ
࢕ࡹ



¡Ʉɼƨ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ λ ≥ ࡽ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ �ƣʋ κ ≥ λ Żƣ ɮƣǐʠȑŗɮࣖ òǣƣȩ p¶6 Ǯɾ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ
Ǯȩ <λࣽp¶6 ʠɾǮȩǐ P(κ) ∩ p¶6 ŗɾ ŗ ɤŗɮŗȣƣʋƣɮࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ λ ≥ κ Żƣ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ Ǯȩ p¶6ࣖ

ࣖࡹ tǋ λ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣗ ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋ Ǯȩ
p¶6ࣖ

ࣖࡽ tǋ λ Ǯɾ ȣƣŗɾʠɮŗŻȑƣ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣗ ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ȣƣŗɾʠɮŗŻȑƣ Ǯȩ p¶6ࣖ

࢙ࡹ



¡Ʉɼƨ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ λ ≥ ࡽ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ �ƣʋ κ ≥ λ Żƣ ɮƣǐʠȑŗɮࣖ òǣƣȩ p¶6 Ǯɾ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ
Ǯȩ <λࣽp¶6 ʠɾǮȩǐ P(κ) ∩ p¶6 ŗɾ ŗ ɤŗɮŗȣƣʋƣɮࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ λ ≥ κ Żƣ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ Ǯȩ p¶6ࣖ

ࣖࡹ tǋ λ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣗ ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋ Ǯȩ
p¶6ࣖ

ࣖࡽ tǋ λ Ǯɾ ȣƣŗɾʠɮŗŻȑƣ Ǯȩ <κࣽp¶6ࣗ ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ȣƣŗɾʠɮŗŻȑƣ Ǯȩ p¶6ࣖ

࢙ࡹ



,ŗɱʚʯɼǶȳǖ țŗɼǖƨ ƉŗɼƕǶȳŗțʌ

ÿǫǶʌ ʌǫɄ˝ʌ ʚǫŗʚ <κࣽp¶6 ƕɄƨʌ ȳɄʚ Ɖŗɱʚʯɼƨ ʚǫŗʚ ȭʯƉǫ ȭɄɼƨ ɄǑ ʚǫƨ
țŗɼǖƨ ƉŗɼƕǶȳŗț ʌʚɼʯƉʚʯɼƨ ɄǑ o ʚǫŗȳ p¶6 ƕɄƨʌࣖ ¶ȳ ʚǫƨ Ʉȳƨ ǫŗȳƕࣗ ǶǑ κ Ƕʌ
ǶȳŗƉƉƨʌʌǶſțƨࣗ ʚǫƨȳ oκ ∩<κࣽp¶6 = oκࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ țŗɼǖƨ ƉŗɼƕǶȳŗț
ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌ ɄǑ o ˝Ƕʚȳƨʌʌƨƕ ſ˦ oκ ŗɼƨ ǶȳǫƨɼǶʚƨƕ ſ˦ <κࣽp¶6ࣖ $ʯʚ Ƕʚ ˝ŗʌ
ʌǫɄ˝ȳ ſ˦ ,ǫƨȳǖࣗ bɼǶƨƕȭŗȳ ŗȳƕ pŗȭȕǶȳʌ ʚǫŗʚ Ƕʚ Ƕʌ ƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ ʚǫŗʚ ŗ
ʌʯɱƨɼƉɄȭɱŗƉʚ ƉŗɼƕǶȳŗț λ Ƕʌ ȳɄʚ ˝ƨŗȕț˦ ƉɄȭɱŗƉʚ Ƕȳ p¶6ࣽ ʌɄ ǶǑ κ ≤ λࣗ
ʚǫƨȳ λ Ƕʌ ȳɄʚ ˝ƨŗȕț˦ ƉɄȭɱŗƉʚ Ƕȳ <κࣽp¶6 ƨǶʚǫƨɼࣖ

ࡱࡽ



�ƨŗɱʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� ƉŗɼƕǶȳŗț λ > ࡽ Ƕʌ ŗ țƨŗɱ ǶǑ

<δࣽp¶6 ! <λࣽp¶6,

ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț δ < λࣖ y ˝ɼǶʚƨ 〈Λα | α < Θ〉 ǑɄɼ ʚǫƨ ȭɄȳɄʚɄȳƨ
ƨȳʯȭƨɼŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ țƨŗɱʌࣖ

�ƨȭȭŗ

�ƣŗɤɾ ǣŗˉƣ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɤɮȹɤƣɮʋǮƣɾࣖ

ࣖࡹ òǣƣ ƅȑŗɾɾ ȹǋ ȑƣŗɤɾ Ǯɾ ƅȑȹɾƣƐ Ǯȩ ʋǣƣ ȹɮƐǮȩŗȑɾࣖ

ࣖࡽ Λࣗࡱ Ǯǋ Ɛƣ̃ȩƣƐࣗ Ǯɾ ŗȩ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ

ࣖࢁ çʠƅƅƣɾɾȹɮ ȑƣŗɤɾ ŗɮƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑɾࣖ

ࡹࡽ



�ƨŗɱʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� ƉŗɼƕǶȳŗț λ > ࡽ Ƕʌ ŗ țƨŗɱ ǶǑ

<δࣽp¶6 ! <λࣽp¶6,

ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț δ < λࣖ y ˝ɼǶʚƨ 〈Λα | α < Θ〉 ǑɄɼ ʚǫƨ ȭɄȳɄʚɄȳƨ
ƨȳʯȭƨɼŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ țƨŗɱʌࣖ

�ƨȭȭŗ

�ƣŗɤɾ ǣŗˉƣ ʋǣƣ ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ɤɮȹɤƣɮʋǮƣɾࣖ

ࣖࡹ òǣƣ ƅȑŗɾɾ ȹǋ ȑƣŗɤɾ Ǯɾ ƅȑȹɾƣƐ Ǯȩ ʋǣƣ ȹɮƐǮȩŗȑɾࣖ

ࣖࡽ Λࣗࡱ Ǯǋ Ɛƣ̃ȩƣƐࣗ Ǯɾ ŗȩ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ

ࣖࢁ çʠƅƅƣɾɾȹɮ ȑƣŗɤɾ ŗɮƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑɾࣖ

ࡹࡽ



$Ƕǖ țƨŗɱʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
óŗ˦ ʚǫŗʚ ŗ țƨŗɱ γ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱ ǶǑ




⋃

δ<γ,δ∈*�`/
<δࣽp¶6



 ! <γࣽp¶6.

ÿǫƨɄɼƨȭ

Bˉƣɮ˖ ȑƣŗɤ Ǯɾ ŻǮǐࣖ

¡Ʉɼƨ ǶȳǑɄ Ʉȳ țǶȭǶʚ țƨŗɱʌࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ

tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȑƣŗɤࣗ ʋǣƣȩ <λࣽp¶6 Ɛȹƣɾ ȩȹʋ ɾŗʋǮɾǋ˖ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ
ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࡽࡽ



$Ƕǖ țƨŗɱʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
óŗ˦ ʚǫŗʚ ŗ țƨŗɱ γ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱ ǶǑ




⋃

δ<γ,δ∈*�`/
<δࣽp¶6



 ! <γࣽp¶6.

ÿǫƨɄɼƨȭ

Bˉƣɮ˖ ȑƣŗɤ Ǯɾ ŻǮǐࣖ

¡Ʉɼƨ ǶȳǑɄ Ʉȳ țǶȭǶʚ țƨŗɱʌࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ

tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȑƣŗɤࣗ ʋǣƣȩ <λࣽp¶6 Ɛȹƣɾ ȩȹʋ ɾŗʋǮɾǋ˖ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ
ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࡽࡽ



$Ƕǖ țƨŗɱʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
óŗ˦ ʚǫŗʚ ŗ țƨŗɱ γ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱ ǶǑ




⋃

δ<γ,δ∈*�`/
<δࣽp¶6



 ! <γࣽp¶6.

ÿǫƨɄɼƨȭ

Bˉƣɮ˖ ȑƣŗɤ Ǯɾ ŻǮǐࣖ

¡Ʉɼƨ ǶȳǑɄ Ʉȳ țǶȭǶʚ țƨŗɱʌࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ

tǋ λ Ǯɾ ŗ ȑǮȣǮʋ ȑƣŗɤࣗ ʋǣƣȩ <λࣽp¶6 Ɛȹƣɾ ȩȹʋ ɾŗʋǮɾǋ˖ ʋǣƣ ŗ˕Ǯȹȣ ȹǋ
ƅǣȹǮƅƣࣖ

ࡽࡽ



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ

ò = {κ < λ | κ Ƕʌ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ}.

bɄɼ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ κࣗ țƨʚ κ− ſƨ Ƕʚʌ ɱɼƨƕƨƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱࣖ bɄɼ κ ∈ òࣗ țƨʚ
τκ = 〈!ϕκ",ακ,βκ〉 ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ƉɄƕƨ ǑɄɼ ŗȳ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ
<κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣖ

ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ țƨʚʚǶȳǖ �κ = {˕ | óŗʚ(oακ , !ϕκ",βκ)}ࣗ
�κ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ŗ ∈ �κ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ Ƕʌ
∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ τκ Ƕʌ ȭǶȳǶȭŗț ˝Ƕʚǫ ʚǫƨʌƨ
ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ �ƨʚ

#κ = {˕ ∈ �κ | ˕ Ƕʌ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6}.

óɄ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ #κࣗ Ż ∈ <κࣽp¶6ࣗ Ż /∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ż ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ
%# = 〈#κ | κ ∈ ò〉 Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ %# ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ <λࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ƕʚ Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ
<κ̄ࣽp¶6 ǑɄɼ ŗȳ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț λ̄ < λ ࣯ʌǫɄ˝Ƕȳǖ ʚǫŗʚ λ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱࣱࣖ

ࢁࡽ



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ

ò = {κ < λ | κ Ƕʌ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ}.

bɄɼ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ κࣗ țƨʚ κ− ſƨ Ƕʚʌ ɱɼƨƕƨƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱࣖ bɄɼ κ ∈ òࣗ țƨʚ
τκ = 〈!ϕκ",ακ,βκ〉 ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ƉɄƕƨ ǑɄɼ ŗȳ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ
<κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣖ ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ țƨʚʚǶȳǖ �κ = {˕ | óŗʚ(oακ , !ϕκ",βκ)}ࣗ
�κ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ŗ ∈ �κ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ Ƕʌ
∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ τκ Ƕʌ ȭǶȳǶȭŗț ˝Ƕʚǫ ʚǫƨʌƨ
ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ

�ƨʚ

#κ = {˕ ∈ �κ | ˕ Ƕʌ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6}.

óɄ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ #κࣗ Ż ∈ <κࣽp¶6ࣗ Ż /∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ż ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ
%# = 〈#κ | κ ∈ ò〉 Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ %# ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ <λࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ƕʚ Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ
<κ̄ࣽp¶6 ǑɄɼ ŗȳ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț λ̄ < λ ࣯ʌǫɄ˝Ƕȳǖ ʚǫŗʚ λ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱࣱࣖ

ࢁࡽ



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ

ò = {κ < λ | κ Ƕʌ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ}.

bɄɼ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ κࣗ țƨʚ κ− ſƨ Ƕʚʌ ɱɼƨƕƨƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱࣖ bɄɼ κ ∈ òࣗ țƨʚ
τκ = 〈!ϕκ",ακ,βκ〉 ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ƉɄƕƨ ǑɄɼ ŗȳ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ
<κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣖ ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ țƨʚʚǶȳǖ �κ = {˕ | óŗʚ(oακ , !ϕκ",βκ)}ࣗ
�κ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ŗ ∈ �κ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ Ƕʌ
∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ τκ Ƕʌ ȭǶȳǶȭŗț ˝Ƕʚǫ ʚǫƨʌƨ
ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ �ƨʚ

#κ = {˕ ∈ �κ | ˕ Ƕʌ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6}.

óɄ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ #κࣗ Ż ∈ <κࣽp¶6ࣗ Ż /∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ż ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ
%# = 〈#κ | κ ∈ ò〉 Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ %# ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ <λࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ƕʚ Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ
<κ̄ࣽp¶6 ǑɄɼ ŗȳ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț λ̄ < λ ࣯ʌǫɄ˝Ƕȳǖ ʚǫŗʚ λ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱࣱࣖ

ࢁࡽ



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ

ò = {κ < λ | κ Ƕʌ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ}.

bɄɼ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ κࣗ țƨʚ κ− ſƨ Ƕʚʌ ɱɼƨƕƨƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱࣖ bɄɼ κ ∈ òࣗ țƨʚ
τκ = 〈!ϕκ",ακ,βκ〉 ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ƉɄƕƨ ǑɄɼ ŗȳ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ
<κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣖ ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ țƨʚʚǶȳǖ �κ = {˕ | óŗʚ(oακ , !ϕκ",βκ)}ࣗ
�κ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ŗ ∈ �κ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ Ƕʌ
∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ τκ Ƕʌ ȭǶȳǶȭŗț ˝Ƕʚǫ ʚǫƨʌƨ
ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ �ƨʚ

#κ = {˕ ∈ �κ | ˕ Ƕʌ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6}.

óɄ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ #κࣗ Ż ∈ <κࣽp¶6ࣗ Ż /∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ż ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ

%# = 〈#κ | κ ∈ ò〉 Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ %# ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ <λࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ƕʚ Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ
<κ̄ࣽp¶6 ǑɄɼ ŗȳ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț λ̄ < λ ࣯ʌǫɄ˝Ƕȳǖ ʚǫŗʚ λ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱࣱࣖ

ࢁࡽ



âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ

ò = {κ < λ | κ Ƕʌ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ}.

bɄɼ ŗ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱ κࣗ țƨʚ κ− ſƨ Ƕʚʌ ɱɼƨƕƨƉƨʌʌɄɼ țƨŗɱࣖ bɄɼ κ ∈ òࣗ țƨʚ
τκ = 〈!ϕκ",ακ,βκ〉 ſƨ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ƉɄƕƨ ǑɄɼ ŗȳ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ
<κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣖ ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ țƨʚʚǶȳǖ �κ = {˕ | óŗʚ(oακ , !ϕκ",βκ)}ࣗ
�κ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ κࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ŗ ∈ �κ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ŗ Ƕʌ
∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6ࣗ ŗȳƕ τκ Ƕʌ ȭǶȳǶȭŗț ˝Ƕʚǫ ʚǫƨʌƨ
ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌࣖ �ƨʚ

#κ = {˕ ∈ �κ | ˕ Ƕʌ ∈ࣽȭǶȳǶȭŗț Ƕȳ <κࣽp¶6 \<κ−ࣽp¶6}.

óɄ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ Ż ∈ #κࣗ Ż ∈ <κࣽp¶6ࣗ Ż /∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ż ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ
%# = 〈#κ | κ ∈ ò〉 Ƕʌ ¶6ࣗ ŗȳƕ %# ſƨțɄȳǖʌ ʚɄ <λࣽp¶6ࣗ ſʯʚ Ƕʚ Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ
<κ̄ࣽp¶6 ǑɄɼ ŗȳ˦ ƉŗɼƕǶȳŗț λ̄ < λ ࣯ʌǫɄ˝Ƕȳǖ ʚǫŗʚ λ Ƕʌ ŗ ſǶǖ țƨŗɱࣱࣖ

ࢁࡽ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
%# Ƕʌ ŗ ʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ȳɄȳƨȭɱʚ˦ ʌƨʚʌࣗ ŗȳƕ y ƉțŗǶȭ ʚǫŗʚ Ƕʚ ǫŗʌ ȳɄ ƉǫɄǶƉƨ
ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <λࣽp¶6ࣘ ʌʯɱɱɄʌƨ Ƕʚ ƕǶƕࣖ �ƨʚ %Ż = 〈Żκ | κ ∈ ò〉 ∈ <λࣽp¶6
ſƨ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ κ ∈ òࣗ Żκ ∈ #κࣖ óǶȳƉƨ %Ż ∈ <λࣽp¶6ࣗ Ƕʚ Ƕʌ
<γࣽ¶6ࣗ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ƉŗɼƕǶȳŗț γ < λࣖ �ƨʚ ĩ ˝Ƕʚȳƨʌʌ ʚǫǶʌࣗ ʚǫŗʚ Ƕʌ țƨʚ ĩ ſƨ
¶6 ŗȳƕ ɄǑ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ γࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ %Ż ∈ ĩࣖ �ƨʚ

Ī = ĩ ∩
∏

κ∈ò
#κ.

,țƨŗɼț ࣗ˦ Ī Ƕʌ ʌʚǶțț ¶6ࣗ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ γࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ %Ż ∈ Īࣖ

¥Ʉ˝ ɱǶƉȕ κ ∈ ò ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ γ ≤ κ−ࣖ y ƉțŗǶȭ ʚǫŗʚ Żκ ∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ŗ
ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ ¥ŗȭƨț ࣗ˦ țƨʚ

Ķ = {˕(κ) | ˕ ∈ Ī}.

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ ɄǑ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ ŗʚ ȭɄʌʚ Ī < γ ≤ κ−ࣗ ŗȳƕ Żκ ſƨțɄȳǖʌ
ʚɄ Ƕʚࣖ óɄ Żκ Ƕʌ <κ−ࣽ¶6ࣖ �ȳƕ ʌǶȳƉƨ Żκ ∈ #κࣗ ˝ƨ ȕȳɄ˝ ʚǫŗʚ
Żκ ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ Żκ ∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ŗʌ ƉțŗǶȭƨƕࣖ

ࢅࡽ



âɼɄɄǑ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱࣖ
%# Ƕʌ ŗ ʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ȳɄȳƨȭɱʚ˦ ʌƨʚʌࣗ ŗȳƕ y ƉțŗǶȭ ʚǫŗʚ Ƕʚ ǫŗʌ ȳɄ ƉǫɄǶƉƨ
ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕȳ <λࣽp¶6ࣘ ʌʯɱɱɄʌƨ Ƕʚ ƕǶƕࣖ �ƨʚ %Ż = 〈Żκ | κ ∈ ò〉 ∈ <λࣽp¶6
ſƨ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ κ ∈ òࣗ Żκ ∈ #κࣖ óǶȳƉƨ %Ż ∈ <λࣽp¶6ࣗ Ƕʚ Ƕʌ
<γࣽ¶6ࣗ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ƉŗɼƕǶȳŗț γ < λࣖ �ƨʚ ĩ ˝Ƕʚȳƨʌʌ ʚǫǶʌࣗ ʚǫŗʚ Ƕʌ țƨʚ ĩ ſƨ
¶6 ŗȳƕ ɄǑ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ γࣗ ʌɄ ʚǫŗʚ %Ż ∈ ĩࣖ �ƨʚ

Ī = ĩ ∩
∏

κ∈ò
#κ.

,țƨŗɼț ࣗ˦ Ī Ƕʌ ʌʚǶțț ¶6ࣗ ǫŗʌ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ γࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ %Ż ∈ Īࣖ

¥Ʉ˝ ɱǶƉȕ κ ∈ ò ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ γ ≤ κ−ࣖ y ƉțŗǶȭ ʚǫŗʚ Żκ ∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ŗ
ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ ¥ŗȭƨț ࣗ˦ țƨʚ

Ķ = {˕(κ) | ˕ ∈ Ī}.

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗȳ ¶6 ʌƨʚ ɄǑ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ ŗʚ ȭɄʌʚ Ī < γ ≤ κ−ࣗ ŗȳƕ Żκ ſƨțɄȳǖʌ
ʚɄ Ƕʚࣖ óɄ Żκ Ƕʌ <κ−ࣽ¶6ࣖ �ȳƕ ʌǶȳƉƨ Żκ ∈ #κࣗ ˝ƨ ȕȳɄ˝ ʚǫŗʚ
Żκ ⊆ <κ−ࣽp¶6ࣖ ÿǫʯʌࣗ Żκ ∈ <κ−ࣽp¶6ࣗ ŗʌ ƉțŗǶȭƨƕࣖ

ࢅࡽ



,ɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ ɼƨʌʯțʚʌ

ࢉࡽ



âɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ ȭƨȭſƨɼʌǫǶɱ ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ ࣯ńb,ࣱ

çʠɤɤȹɾƣ ʋǣŗʋ P Ǯɾ ŗ ȩȹʋǮȹȩ ȹǋ ǋȹɮƅǮȩǐࣗ a Ǯɾ ǐƣȩƣɮǮƅ ǋȹɮ P ȹˉƣɮ oࣗ κ Ǯɾ
ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ Ǯȩ o[a]ࣗ ŗȩƐ o Ǯɾ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ Ǯȩ o[a] ǋɮȹȣ ŗ ɤŗɮŗȣƣʋƣɮ Ǯȩ
<κࣽ¶6o[a]ࣖ òǣƣȩ

<κࣽ¶6o ⊆ <κࣽ¶6o[a]

ŗȩƐ ɾȹࣗ <κࣽp¶6o ⊆ <κࣽp¶6o[a] ŗɾ ˍƣȑȑࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦
�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ P Żƣ ŗ ȩȹʋǮȹȩ ȹǋ ǋȹɮƅǮȩǐ ȹǋ ƅŗɮƐǮȩŗȑǮʋ˖ γࣗ
ˍǣƣɮƣ (γࡽ)ࡽ < κࣖ tǋ a Ǯɾ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣗ ʋǣƣȩ

<κࣽp¶6o ⊆ <κࣽp¶6o[a].

ࢍࡽ



âɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ ȭƨȭſƨɼʌǫǶɱ ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ ࣯ńb,ࣱ

çʠɤɤȹɾƣ ʋǣŗʋ P Ǯɾ ŗ ȩȹʋǮȹȩ ȹǋ ǋȹɮƅǮȩǐࣗ a Ǯɾ ǐƣȩƣɮǮƅ ǋȹɮ P ȹˉƣɮ oࣗ κ Ǯɾ
ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ Ǯȩ o[a]ࣗ ŗȩƐ o Ǯɾ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ Ǯȩ o[a] ǋɮȹȣ ŗ ɤŗɮŗȣƣʋƣɮ Ǯȩ
<κࣽ¶6o[a]ࣖ òǣƣȩ

<κࣽ¶6o ⊆ <κࣽ¶6o[a]

ŗȩƐ ɾȹࣗ <κࣽp¶6o ⊆ <κࣽp¶6o[a] ŗɾ ˍƣȑȑࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦
�ƣʋ κ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ P Żƣ ŗ ȩȹʋǮȹȩ ȹǋ ǋȹɮƅǮȩǐ ȹǋ ƅŗɮƐǮȩŗȑǮʋ˖ γࣗ
ˍǣƣɮƣ (γࡽ)ࡽ < κࣖ tǋ a Ǯɾ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣗ ʋǣƣȩ

<κࣽp¶6o ⊆ <κࣽp¶6o[a].

ࢍࡽ



pɄȭɄǖƨȳƨǶʚ˦

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯ů țŗ 6ɄſɼǶȳƨȳࣽbɼǶƨƕȭŗȳࣱ
�ƨʚ P ſƨ ŗ ǑɄɼƉǶȳǖ ȳɄʚǶɄȳࣖ bɄɼ ɤ ∈ Pࣗ țƨʚ ʚǫƨ ƉɄȳƨ ſƨțɄ˝ ɤ Ƕȳ P ſƨ
ʚǫƨ ʌƨʚ

P≤ɤ = {ɪ ∈ P | ɪ ≤ ɤ}

ƨɸʯǶɱɱƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ɼƨʌʚɼǶƉʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɄɼƕƨɼǶȳǖ ɄǑ Pࣖ

P Ƕʌ Ɖŗțțƨƕ ƉɄȳƨ ǫɄȭɄǖƨȳƨɄʯʌ ǶǑ ǑɄɼ ŗȳ˦ ʚ˝Ʉ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳʌ ɤ,ɪ ∈ Pࣗ
ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ɤ′ ≤ ɤ ŗȳƕ ɪ′ ≤ ɪ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ P≤ɤ′ ŗȳƕ P≤ɪ′ ŗɼƨ ǶʌɄȭɄɼɱǫǶƉࣖ

࢑ࡽ



�ƨȭȭŗ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ P ŗ ƅȹȩƣ ǣȹȣȹǐƣȩƣȹʠɾࣗ <κࣽƅȑȹɾƣƐ
ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a ⊆ P Żƣ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ òǣƣȩ

<κࣽp¶6o[a] ⊆ o.

¥Ʉʚƨ ǫɄ˝ ȳǶƉƨț˦ ʚǫǶʌ țƨȭȭŗ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨʌ ʚǫƨ ǑɄțȕțɄɼƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ ǶǑ P Ƕʌ
ƉɄȳƨ ǫɄȭɄǖƨȳƨɄʯʌ ŗȳƕ a ⊆ P Ƕʌ ǖƨȳƨɼǶƉࣗ ʚǫƨȳ p¶6o[a] ⊆ o ࣽ ʚǫǶʌ Ƕʌ
ʚǫƨ ʌɱƨƉǶŗț Ɖŗʌƨ κ = ωࣖ

࢕ࡽ



�ƨȭȭŗ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ P ŗ ƅȹȩƣ ǣȹȣȹǐƣȩƣȹʠɾࣗ <κࣽƅȑȹɾƣƐ
ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a ⊆ P Żƣ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ òǣƣȩ

<κࣽp¶6o[a] ⊆ o.

¥Ʉʚƨ ǫɄ˝ ȳǶƉƨț˦ ʚǫǶʌ țƨȭȭŗ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨʌ ʚǫƨ ǑɄțȕțɄɼƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ ǶǑ P Ƕʌ
ƉɄȳƨ ǫɄȭɄǖƨȳƨɄʯʌ ŗȳƕ a ⊆ P Ƕʌ ǖƨȳƨɼǶƉࣗ ʚǫƨȳ p¶6o[a] ⊆ o ࣽ ʚǫǶʌ Ƕʌ
ʚǫƨ ʌɱƨƉǶŗț Ɖŗʌƨ κ = ωࣖ

࢕ࡽ



¥Ʉʚ ŗƕƕǶȳǖ ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6

�ƨȭȭŗ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ P ŗ ƅȹȩƣ ǣȹȣȹǐƣȩƣȹʠɾࣗ <κࣽƅȑȹɾƣƐ
ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣗ κ̄ ≤ κ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ P Ǯɾ <κ̄ࣽ¶6ࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a ⊆ P
Żƣ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ òǣƣȩ

<κ̄ࣽp¶6o[a] ⊆ <κ̄ࣽp¶6o.

�ǖŗǶȳࣗ ȳɄʚƨ ǫɄ˝ ȳǶƉƨț˦ ʚǫǶʌ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨʌ ʚǫƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ ǶǑ P Ƕʌ ŗȳƕ ¶6
ǑɄɼƉǶȳǖ ȳɄʚǶɄȳ ŗȳƕ a ⊆ P Ƕʌ ǖƨȳƨɼǶƉࣗ ʚǫƨȳ p¶6o[a] ⊆ p¶6oࣖ

࢙ࡽ



¥Ʉʚ ŗƕƕǶȳǖ ʚɄ ſțʯɼɼ˦ p¶6

�ƨȭȭŗ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ P ŗ ƅȹȩƣ ǣȹȣȹǐƣȩƣȹʠɾࣗ <κࣽƅȑȹɾƣƐ
ǋȹɮƅǮȩǐ ȩȹʋǮȹȩࣗ κ̄ ≤ κ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ P Ǯɾ <κ̄ࣽ¶6ࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a ⊆ P
Żƣ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ òǣƣȩ

<κ̄ࣽp¶6o[a] ⊆ <κ̄ࣽp¶6o.

�ǖŗǶȳࣗ ȳɄʚƨ ǫɄ˝ ȳǶƉƨț˦ ʚǫǶʌ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨʌ ʚǫƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ ǶǑ P Ƕʌ ŗȳƕ ¶6
ǑɄɼƉǶȳǖ ȳɄʚǶɄȳ ŗȳƕ a ⊆ P Ƕʌ ǖƨȳƨɼǶƉࣗ ʚǫƨȳ p¶6o[a] ⊆ p¶6oࣖ

࢙ࡽ



,Ʉǫƨȳ ǑɄɼƉǶȳǖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ńb,ࣱ

�ƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ κ<κ = κࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a Żƣ
ǐƣȩƣɮǮƅ ǋȹɮ P = �//(κ, ࣖ(ࡹ tǋ κ̄ Ǯɾ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ȑƣɾɾ ʋǣŗȩ ȹɮ ƣɪʠŗȑ ʋȹ κࡽ
Ǯȩ o[a]ࣗ ʋǣƣȩ

<κ̄ࣽp¶6o[a] ⊆ <κ̄ࣽp¶6o.

ࡱࢁ



,ɄɼɄțțŗɼ˦

�ɾɾʠȣƣ o = �ࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ κ Żƣ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ tǋ a Ǯɾ
ǐƣȩƣɮǮƅ ǋȹɮ P = �//(κ, ࣗ(ࡹ ʋǣƣȩ

� = p¶6�[a] = <κ+ࣽp¶6�[a] ! <κ++ࣽp¶6�[a] = �[a].

tȩ ɤŗɮʋǮƅʠȑŗɮࣗ Λ�[a]ࡱ = κ++ࣖ

ࡹࢁ



yʚƨɼŗʚƨƕ ,Ʉǫƨȳ ǑɄɼƉǶȳǖ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ɾɾʠȣƣ o = �ࣖ �ƣʋ λ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ 〈〈PǮ | Ǯ ≤ λ〉ࣗ 〈Q̇Ǯ | Ǯ < λ〉〉
Żƣ ʋǣƣ ɮƣˉƣɮɾƣ Bŗɾʋȹȩ ǮʋƣɮŗʋǮȹȩ ˍǣȹɾƣ ȹȩȑ˖ ȩȹȩʋɮǮˉǮŗȑ ɾʋŗǐƣɾ ŗɮƣ
ˍǣƣȩ Ǯ = κ Ǯɾ ŗȩ Ǯȩ̃ȩǮʋƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ #Pκ Q̇κ = �//(κ, ࣖ(ࡹ �ƣʋ a
Żƣ P = PλࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ �ࣖ òǣƣȩࣘ

ࣖࡹ ǋȹɮ ɮƣǐʠȑŗɮ κ < λࣗ �[a$(κ+ [(ࡹ = <κ++ࣽp¶6�[a]ࣗ ŗȩƐ
a(κ) ∈ <κ++ࣽp¶6�[a] \<κ+ࣽp¶6�[a]ࣖ

ࣖࡽ � = <ωࣽࡹp¶6�[a]ࣗ ɾȹ ωࡹ Ǯɾ ȩȹʋ ŗ ȑƣŗɤ Ǯȩ �[a]ࣖ

ࣖࢁ ǋȹɮ ŗȩ˖ ȑǮȣǮʋ ƅŗɮƐǮȩŗȑ κ ≤ λࣗ a$κ ∈ <κ++ࣽp¶6�[a] \<κ+ࣽp¶6�[a]ࣖ
çȹ κ++ Ǯɾ ŗ ȑƣŗɤ Ǯȩ �[a]ࣖ

ࡽࢁ



ÿǫƨ ǑɄɼƉǶȳǖ ɄǑ �ŗȳɄ˙ƨǶࣽ�˦ʯſƨʚʌȕ˦

�ŗȳɄ˙ƨǶ ŗȳƕ �˦ʯſƨʚʌȕ˦ ǑɄɼȭƨƕ ʚǫƨ ̇ȳǶʚƨ ʌʯɱɱɄɼʚ ɱɼɄƕʯƉʚ T<ω ɄǑ ŗ
ǑɄɼƉǶȳǖ Ƕȳ �ࣗ ƕʯƨ ʚɄ �ƨȳʌƨȳࣗ ˝ǫɄʌƨ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳʌ ŗɼƨ ŗ ƉƨɼʚŗǶȳ ƉɄțțƨƉʚǶɄȳ
ɄǑ ɱƨɼǑƨƉʚ ʚɼƨƨʌࣗ Ʉɼƕƨɼƨƕ ſ˦ ǶȳƉțʯʌǶɄȳࣖ ÿǫǶʌ ɱɼɄƕʯƉʚ Ƕʌ ŗ ƉƉƉ ǑɄɼƉǶȳǖ Ƕȳ
�ࣗ ŗȳƕ ǑɄɼƉǶȳǖ ˝Ƕʚǫ T<ω Ʉ˙ƨɼ � ŗƕƕʌ ŗ ʌƨɸʯƨȳƉƨ %̞ = 〈˕Ǯ | Ǯ < ω〉 ɄǑ
ɼƨŗțʌ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ƕȳ �[%̞]ࣗ {˕Ǯ | Ǯ < ω} Ƕʌ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ TࣽǖƨȳƨɼǶƉ ɼƨŗțʌ Ʉ˙ƨɼ �ࣖ

ࢁࢁ



âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

�ƣʋ %̞ Żƣ ŗ T<ωࣽǐƣȩƣɮǮƅ ɾƣɪʠƣȩƅƣ ȹˉƣɮ �ࣖ òǣƣȩ

ࣖࡹ {˕Ǯ | Ǯ < ω} Ǯɾ ¶6�[(̞]ࣗ
ࣖࡽ {˕Ǯ | Ǯ < ω} ⊆ <ωࣽࡹp¶6�[(̞]ࣗ
ࣖࢁ {˕Ǯ | Ǯ < ω} ∈ <ωࣽࡹp¶6�[(̞]ࣗ
ࣖࢅ %̞ /∈ <ωࣽࡹp¶6�[(̞]ࣗ
ࣖࢉ Ǯȩ �[%̞]ࣗ � = p¶6 = <ωࣽp¶6 ! <ωࣽࡹp¶6 ! <ωࣽࡽp¶6 = oࣖ tȩ
ɤŗɮʋǮƅʠȑŗɮࣗ Λ�[(̞]ࡱ = ωࣖࡹ

ࢅࢁ



yʚƨɼŗʚǶȳǖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦

�ɾɾʠȣƣ o = �ࣖ �ƣʋ %̞ Żƣ ŗ T<ωࣽǐƣȩƣɮǮƅ ɾƣɪʠƣȩƅƣ ȹˉƣɮ �ࣖ ĢȹɮȋǮȩǐ Ǯȩ
�[%̞]ࣗ ȑƣʋ λ Żƣ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ 〈〈PǮ | Ǯ ≤ λ〉ࣗ 〈Q̇Ǯ | Ǯ < λ〉〉 Żƣ ʋǣƣ
ɮƣˉƣɮɾƣ Bŗɾʋȹȩ ǮʋƣɮŗʋǮȹȩ ˍǣȹɾƣ ȹȩȑ˖ ȩȹȩʋɮǮˉǮŗȑ ɾʋŗǐƣɾ ŗɮƣ ˍǣƣȩ
Ǯ = κ Ǯɾ ŗȩ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ Ǯȩ ˍǣǮƅǣ ƅŗɾƣ
#Pκ Q̇κ = �//(κ, ࣖ(ࡹ �ƣʋ a Żƣ P = PλࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ �[%̞]ࣖ òǣƣȩࣘ

ࣖࡹ ǋȹɮ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɮƣǐʠȑŗɮ κ < λࣗ �[%̞][a$(κ+ [(ࡹ = <κ++ࣽp¶6�[(̞][a]ࣗ
ŗȩƐ a(κ) ∈ <κ++ࣽp¶6�[(̞][a] \<κ+ࣽp¶6�[(̞][a]ࣖ

ࣖࡽ �[%̞] = <ωࣽࡽp¶6�[(̞][a]

ࣖࢁ ǋȹɮ ŗȩ˖ ȑǮȣǮʋ ƅŗɮƐǮȩŗȑ κ ≤ λࣗ
a$κ ∈ <κ++ࣽp¶6�[(̞][a] \<κ+ࣽp¶6�[(̞][a]ࣖ

ࣖࢅ {˕Ǯ | Ǯ < ω} ∈ <ωࣽࡹp¶6�[(̞][a]ࣗ Żʠʋ %̞ /∈ <ωࣽࡹp¶6�[(̞][a]ࣖ

ࣖࢉ <ωࣽp¶6�[(̞][a] = �ࣖ
ࢉࢁ



éƨȭŗɼȕ
ÿǫʯʌࣗ Ƕȳ �[%̞][a]ࣗ ǶǑ ωࡹ ≤ κ ≤ λࣗ ŗȳƕ ƨǶʚǫƨɼ κ Ƕʌ ɼƨǖʯțŗɼ ŗȳƕ κ < λࣗ Ʉɼ κ
Ƕʌ ŗ țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗțࣗ ʚǫƨȳ κ++ Ƕʌ ŗ țƨŗɱࣖ �țț țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗțʌ ʯɱ ʚɄ λ ŗɼƨ
ŗțʌɄ țƨŗɱʌࣗ ŗȳƕ ʌɄ ŗɼƨ ωࡹ ŗȳƕ ωࣖࡽ

bɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣗ ǶǑ λ = ℵω ࣗ ʚǫƨȳ Ƕȳ �[%̞][a]ࣗ ŗțț ʯȳƉɄʯȳʚŗſțƨ ƉŗɼƕǶȳŗțʌ ʯɱ
ʚɄ ŗȳƕ ǶȳƉțʯƕǶȳǖ ℵω ŗɼƨ țƨŗɱʌࣗ ŗʌ Ƕʌ ℵω+ࣖࡽ

ÿǫƨ ȳŗʚʯɼŗț ɸʯƨʌʚǶɄȳ Ƕʌ ǫɄ˝ ʚɄ ŗɼɼŗȳǖƨ ʚǫƨ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ ƉŗɼƕǶȳŗț ɄǑ ŗ
țǶȭǶʚ țƨŗɱ ʚɄ ſƨ ŗ țƨŗɱࣗ Ʉɼ ƨ˙ƨȳ ǫɄ˝ ʚɄ ŗɼɼŗȳǖƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ țƨŗʌʚ țƨŗɱ Ƕʌ
ʚǫƨ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ ɄǑ ŗ țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗț ࣯Ƕʚ Ɖŗȳऒʚ ſƨ ŗ țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗțࣱࣖ

ࢍࢁ



éƨȭŗɼȕ
ÿǫʯʌࣗ Ƕȳ �[%̞][a]ࣗ ǶǑ ωࡹ ≤ κ ≤ λࣗ ŗȳƕ ƨǶʚǫƨɼ κ Ƕʌ ɼƨǖʯțŗɼ ŗȳƕ κ < λࣗ Ʉɼ κ
Ƕʌ ŗ țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗțࣗ ʚǫƨȳ κ++ Ƕʌ ŗ țƨŗɱࣖ �țț țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗțʌ ʯɱ ʚɄ λ ŗɼƨ
ŗțʌɄ țƨŗɱʌࣗ ŗȳƕ ʌɄ ŗɼƨ ωࡹ ŗȳƕ ωࣖࡽ

bɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣗ ǶǑ λ = ℵω ࣗ ʚǫƨȳ Ƕȳ �[%̞][a]ࣗ ŗțț ʯȳƉɄʯȳʚŗſțƨ ƉŗɼƕǶȳŗțʌ ʯɱ
ʚɄ ŗȳƕ ǶȳƉțʯƕǶȳǖ ℵω ŗɼƨ țƨŗɱʌࣗ ŗʌ Ƕʌ ℵω+ࣖࡽ

ÿǫƨ ȳŗʚʯɼŗț ɸʯƨʌʚǶɄȳ Ƕʌ ǫɄ˝ ʚɄ ŗɼɼŗȳǖƨ ʚǫƨ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ ƉŗɼƕǶȳŗț ɄǑ ŗ
țǶȭǶʚ țƨŗɱ ʚɄ ſƨ ŗ țƨŗɱࣗ Ʉɼ ƨ˙ƨȳ ǫɄ˝ ʚɄ ŗɼɼŗȳǖƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ țƨŗʌʚ țƨŗɱ Ƕʌ
ʚǫƨ ʌʯƉƉƨʌʌɄɼ ɄǑ ŗ țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗț ࣯Ƕʚ Ɖŗȳऒʚ ſƨ ŗ țǶȭǶʚ ƉŗɼƕǶȳŗțࣱࣖ

ࢍࢁ



pɄȭɄǖƨȳƨɄʯʌ óɄʯʌțǶȳ ʚɼƨƨʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯Ś țŗ $ɼɄƕȕʌ˦ࣽéǶȳɄʚࣱ
�ƨʚ κ ſƨ ŗ ɼƨǖʯțŗɼ ƉŗɼƕǶȳŗțࣖ � ʌʚɼƨŗȭțǶȳƨƕ ࣯Ʉɼ ʌƨɸʯƨȳʚǶŗțࣱ κࣽʚɼƨƨ Ƕʌ ŗ
ʌƨʚ ò ɄǑ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɤ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƕɄȭŗǶȳ ɄǑ ɤ Ƕʌ ŗȳ ɄɼƕǶȳŗț țƨʌʌ
ʚǫŗȳ κ ŗȳƕ ʚǫƨ ɼŗȳǖƨ ɄǑ ɤ Ƕʌ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ κࣗ ƉțɄʌƨƕ ʯȳƕƨɼ
ɼƨʌʚɼǶƉʚǶɄȳʌ ʚɄ ɄɼƕǶȳŗțʌࣗ Ʉɼƕƨɼƨƕ ſ˦ ǶȳƉțʯʌǶɄȳࣗ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
α < κࣗ ʚǫƨ αࣽʚǫƨ țƨ˙ƨț ɄǑ òࣗ ò(α) = {ɤ ∈ ò | /QK(ɤ) = α} ǫŗʌ
ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ țƨʌʌ ʚǫŗȳ κ ŗȳƕ Ƕʌ ȳɄȳƨȭɱʚ ࣖ˦ yǑ ɤ,ɪ ∈ òࣗ ʚǫƨȳ ɤ ⊥ ɪ ࣯ɤࣗ ɪ
ŗɼƨ ǶȳƉɄȭɱŗʚǶſțƨࣱ Ƕ˽ ȳƨǶʚǫƨɼ ɤ ⊆ ɪ ȳɄɼ ɪ ⊆ ɤࣖ �ȳ ŗȳʚǶƉǫŗǶȳ Ƕȳ ò Ƕʌ ŗ
ʌƨʚ � ⊆ ò ɄǑ ɱŗǶɼ˝Ƕʌƨ ǶȳƉɄȭɱŗʚǶſțƨ ƨțƨȭƨȳʚʌࣖ ò Ƕʌ ŗ κࣽóɄʯʌțǶȳ ʚɼƨƨ ǶǑ
Ƕʚ ǫŗʌ ȳɄ ŗȳʚǶƉǫŗǶȳ ɄǑ ƉŗɼƕǶȳŗțǶʚ˦ κࣖ yʚ Ƕʌ ƉɄǫƨɼƨȳʚ ǶǑ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ
ɤ,ɪ ∈ òࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨ ʌƨʚ Ɛ(ɤ,ɪ) = {Ǯ ∈ /QK(ɤ)∩ /QK(ɪ) | ɤ(Ǯ) ,= ɪ(Ǯ)} Ƕʌ
̇ȳǶʚƨࣖ yʚ Ƕʌ ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ǫɄȭɄǖƨȳƨɄʯʌ ǶǑ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ ɤ,ɪ ∈ ò ŗȳƕ
/QK(ɤ) ≤ /QK(ɪ)ࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ
ɤ ∗ ɪ = ɤ ∪ (ɪ$(/QK(ɪ) \ /QK(ɤ))) ∈ òࣖ yʚ Ƕʌ ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ƉɄǫƨɼƨȳʚ ǶǑ Ƕʚ
Ƕʌ ƉɄǫƨɼƨȳʚ ŗȳƕ ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ǫɄȭɄǖƨȳƨɄʯʌࣖ

࢑ࢁ



,ɼƨŗʚǶȳǖ ŗ țƨŗɱ ŗʚ κ+ ˝Ƕʚǫ ŗ κࣽóɄʯʌțǶȳ ʚɼƨƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ ò Żƣ ŗ ɾʋɮƣŗȣȑǮȩƣƐࣗ
ʠȩǮǋȹɮȣȑ˖ ƅȹǣƣɮƣȩʋ κࣽçȹʠɾȑǮȩ ʋɮƣƣࣖ �ƣʋ a ⊆ ò Żƣ òࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ
òǣƣȩࣘ

ࣖࡹ <κࣽp¶6o[a] ⊆ oࣖ
ࣖࡽ tǋ ò Ǯɾ <κ+ࣽp¶6Ğ[a]ࣗ ʋǣƣȩ a ∈ <κ+ࣽp¶6o[a]ࣖ

ࣖࢁ tǋ κ̄ ≤ κ Ǯɾ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ŗȩƐ ò Ǯɾ <κ̄ࣽ¶6ࣗ ʋǣƣȩ
<κ̄ࣽp¶6o[a] ⊆ <κ̄ࣽp¶6oࣖ

࢕ࢁ



yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ǑɼɄȭ ɼƨƉƨȳʚ ˝Ʉɼȕ ɄǑ $ɼɄƕʌȕ˦ ŗȳƕ éǶȳɄʚ ʚǫŗʚ Ƕȳ �ࣗ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
ɼƨǖʯțŗɼ ƉŗɼƕǶȳŗț κ ʚǫŗʚ Ƕʌ ȳɄʚ ˝ƨŗȕț˦ ƉɄȭɱŗƉʚࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌʚɼƨŗȭțǶȳƨƕࣗ
ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ƉɄǫƨɼƨȳʚ κࣽóɄʯʌțǶȳ ʚɼƨƨ Ƕȳ �ࣖ

pƨȳƉƨࣘ
,ɄɼɄțțŗɼ˦

�ɾɾʠȣƣ o = �ࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ λ Żƣ ŗȩ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ʋǣŗʋ Ǯɾ
ȩȹʋ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋࣖ òǣƣȩ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ λࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ �[a] ȹǋ
� ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ Λ�[a]ࡱ = λ+ࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦
tǋ ńb, Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ʋǣƣ ƣ˕Ǯɾʋƣȩƅƣ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ
ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ʋǣŗʋ Λࡱ Ǯɾ ʋǣƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ

࢙ࢁ



yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ǑɼɄȭ ɼƨƉƨȳʚ ˝Ʉɼȕ ɄǑ $ɼɄƕʌȕ˦ ŗȳƕ éǶȳɄʚ ʚǫŗʚ Ƕȳ �ࣗ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
ɼƨǖʯțŗɼ ƉŗɼƕǶȳŗț κ ʚǫŗʚ Ƕʌ ȳɄʚ ˝ƨŗȕț˦ ƉɄȭɱŗƉʚࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌʚɼƨŗȭțǶȳƨƕࣗ
ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ƉɄǫƨɼƨȳʚ κࣽóɄʯʌțǶȳ ʚɼƨƨ Ƕȳ �ࣖ

pƨȳƉƨࣘ
,ɄɼɄțțŗɼ˦

�ɾɾʠȣƣ o = �ࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ λ Żƣ ŗȩ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ʋǣŗʋ Ǯɾ
ȩȹʋ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋࣖ òǣƣȩ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ λࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ �[a] ȹǋ
� ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ Λ�[a]ࡱ = λ+ࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦
tǋ ńb, Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ʋǣƣ ƣ˕Ǯɾʋƣȩƅƣ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ
ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ʋǣŗʋ Λࡱ Ǯɾ ʋǣƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ

࢙ࢁ



yʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ǑɼɄȭ ɼƨƉƨȳʚ ˝Ʉɼȕ ɄǑ $ɼɄƕʌȕ˦ ŗȳƕ éǶȳɄʚ ʚǫŗʚ Ƕȳ �ࣗ ǑɄɼ ƨ˙ƨɼ˦
ɼƨǖʯțŗɼ ƉŗɼƕǶȳŗț κ ʚǫŗʚ Ƕʌ ȳɄʚ ˝ƨŗȕț˦ ƉɄȭɱŗƉʚࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌʚɼƨŗȭțǶȳƨƕࣗ
ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ƉɄǫƨɼƨȳʚ κࣽóɄʯʌțǶȳ ʚɼƨƨ Ƕȳ �ࣖ

pƨȳƉƨࣘ
,ɄɼɄțțŗɼ˦

�ɾɾʠȣƣ o = �ࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ λ Żƣ ŗȩ ʠȩƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ɮƣǐʠȑŗɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ʋǣŗʋ Ǯɾ
ȩȹʋ ˍƣŗȋȑ˖ ƅȹȣɤŗƅʋࣖ òǣƣȩ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ λࣽƅࣖƅࣖ ǋȹɮƅǮȩǐ ƣ˕ʋƣȩɾǮȹȩ �[a] ȹǋ
� ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ Λ�[a]ࡱ = λ+ࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦
tǋ ńb, Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ʋǣƣ ƣ˕Ǯɾʋƣȩƅƣ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ
ʋǣƣȩ Ǯʋ Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ʋǣŗʋ Λࡱ Ǯɾ ʋǣƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ
ƅŗɮƐǮȩŗȑࣖ

࢙ࢁ



yʚƨɼŗʚǶȳǖ

ÿǫƨɄɼƨȭ

tǋ ńb, Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ʋǣƣ ƣ˕Ǯɾʋƣȩƅƣ ȹǋ ŗȩ ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ
ʋǣƣȩ ńb, Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ʋǣƣ ƣ˕Ǯɾʋƣȩƅƣ ȹǋ ŗ ɮƣǐʠȑŗɮ ࣯Ǯȩ ǋŗƅʋ
ǮȩŗƅƅƣɾɾǮŻȑƣࣰ ȑǮȣǮʋ ȑƣŗɤ ˍǣȹɾƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ƅŗɮƐǮȩŗȑ Ǯɾ ŗȑɾȹ ŗ ȑƣŗɤࣖ

ࡱࢅ



âɿǸȕɼ˧ ǑɄɼƉǶȳǖ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ κ Żƣ ŗ ȣƣŗɾʠɮŗŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ȑƣʋ ā Żƣ ŗ ȩȹɮȣŗȑ ʠȑʋɮŗ̃ȑʋƣɮ ȹȩ κࣗ ȑƣʋ
P Żƣ ʋǣƣ ×ɱǰȋɮ˗ ǋȹɮƅǮȩǐ ǋȹɮ āࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a Żƣ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ òǣƣȩ

ࣖࡹ <κࣽp¶6o[a] ⊆ oࣖ
ࣖࡽ tǋ ā Ǯɾ <κ+ࣽ¶6Ğ[a]ࣗ ʋǣƣȩࣗ ȑƣʋʋǮȩǐ * Żƣ ʋǣƣ ×ɱǰȋɮ˗ ɾƣɪʠƣȩƅƣ
ƅȹɮɮƣɾɤȹȩƐǮȩǐ ʋȹ aࣗ * ∈ <κ+ࣽp¶6o[a]ࣖ

ࣖࢁ tǋ κ̄ ≤ κ Ǯɾ ŗ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ŗȩƐ ā Ǯɾ <κ̄ࣽ¶6ࣗ ʋǣƣȩ
<κ̄ࣽp¶6o[a] ⊆ <κ̄ࣽp¶6oࣖ

ࡹࢅ



ÿǫƨɄɼƨȭ

�ɾɾʠȣƣ o = �[ā]ࣗ ˍǣƣɮƣ ā Ǯɾ ŗ ȩȹɮȣŗȑ ʠȑʋɮŗ̃ȑʋƣɮ ȹȩ κࣖ �ƣʋ P Żƣ ʋǣƣ
×ɱǰȋɮ˗ ǋȹɮƅǮȩǐ ǋȹɮ āࣗ ŗȩƐ ȑƣʋ a Żƣ PࣽǐƣȩƣɮǮƅ ȹˉƣɮ oࣖ òǣƣȩ

�[ā] = p¶6�[ā][a] = <κࣽp¶6�[ā][a] ! <κ+ࣽp¶6�[ā][a] = �[ā][a].

tȩ ɤŗɮʋǮƅʠȑŗɮࣗ Λࡱ = κ+ Ǯɾ ʋǣƣ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ ȹǋ ŗ ȑǮȣǮʋ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ȹǋ
ƅȹʠȩʋŗŻȑƣ ƅȹ̃ȩŗȑǮʋ˖ Ǯȩ �[ā][a]ࣖ

ࡽࢅ



ÿǫƨɄɼƨȭ

tǋ ńb, Ǯɾ ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ŗ ȣƣŗɾʠɮŗŻȑƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑࣗ ʋǣƣȩ ńb, Ǯɾ ŗȑɾȹ
ƅȹȩɾǮɾʋƣȩʋ ˍǮʋǣ ʋǣƣ ƣ˕Ǯɾʋƣȩƅƣ ȹǋ ŗ ɾǮȩǐʠȑŗɮ ȑǮȣǮʋ ȑƣŗɤ ȹǋ ƅȹʠȩʋŗŻȑƣ
ƅȹ̃ȩŗȑǮʋ ̟ࣗ ˍǣȹɾƣ ƅŗɮƐǮȩŗȑ ɾʠƅƅƣɾɾȹɮ Ǯɾ ŗ ȑƣŗɤࣖ

ࢁࢅ



ÿǫŗȳȕ ˦Ʉʯ ǑɄɼ ˦Ʉʯɼ ŗʚʚƨȳʚǶɄȳࣛ

ࢅࢅ


